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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 
DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE L. 


ÉTUDE DES COURBES QUE L’ON PEUT TRACER 
SUR UNE SURFACE DONNÉE. 


I. — De l’indicatrice. 


Nous avons appelé éndicatrice en un point M d’une surface 
la courbe semblable à la section faite dans la surface par un 
? plan parallèle au plan tangent en M, mené à une distance 
infiniment petite de ce plan, le rapport de similitude étant de 

- l’ordre de la racine carrée de cette distance. 
Cherchons l'équation de l’indicatrice au point M d’une sur- 
face dont les coordonnées rectangulaires sont x, y, 3. Soit 


toujours 
| Er: UE as 923 sie 2 3 PR 023 
PT 5x HT — 0x?” ” 0xody” — dy?” 
L. — Traité d'Analyse, VII. 1 
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l'équation du plan tangent en M sera 
Z—z=p(X-z)+q Em) 

et l’équation d’un plan parallèle infiniment voisin 

(1) Z—z=p(X—z)+g(Y—y)+4# 


L'équation de la surface peut, en vertu de la formule de 
Tavlor, se mettre sous la forme 


Le +R 2405 (X— 2) (V7) =, 


Son intersection par le plan (1) aura pour projection sur le 
plan des +, y une courbe représentée par lPéquation 


h=5[(X—x}r+2(X—x)(Y —y)s+(Y — pt], 


À — 


T bar Ë 
en ? 
V2 P 
vers zéro, On aura 


si l’on remplace =. para et si l’on fait tendre À 


Ÿe 
V2 
1 rËE+9sEn + tn: 
c'est l'équation de la projection de l’indicatrice, supposée 
placée dans le plan tangent en M. On suppose ordinairement 
le centre de l’indicatrice placé au point M; les équations de 

cette courbe sont alors 


Z—3 = pi Tr) F9 (Mer), 


(3) = r(X—x)+2s(X—x)(Y—y)+4(Y — y, 


et la première n’est autre que celle du plan tangent en M. 


Remarque I. — La section d’une surface par son plan 
tangent présente un nœud au point de contact, les tan- 
gentes au nœud sont les asymptotes de l’indicatrice. 


En effet, si l’on coupe la surface (2) par son plan tangent 
en æ, y, 3 dont l'équation est la première équation (3), on 
trouve, pour l'équation de la projection de l'intersection, 


0 +[r(X— x) 2s(X— v)(Y — y) + EN IS 
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le point (x, y) de cette courbe est un nœud, dont les tangentes 
sont précisément représentées par le terme de degré le moins 
élevé égalé à o, à savoir par l'équation 


T(X—T)}+2s(X—x)(Y—y)+t4(Y —y} = 0. 


Cest l'équation des asymptotes de l’indicatrice (3). 


Remarque II. -— L’indicatrice est, comme on l’a déjà dit, 
une conique, du moins quand r,s, tne sont pas nuls à la fois. 
Sir, s, € sont nuls, en construisant une courbe semblable à 
la section parallèle au plan tangent, on peut encore, en choi- 
sissant convenablement le rapport de similitude, obtenir une 
courbe de dimensions finies, en général du troisième degré, 
que nous appellerons encore pour le moment indicatrice. Le 
plan tangent coupe alors la surface suivant une courbe à 
nœud, dont les tangentes sont encore les asymptotes de l’in- 
dicatrice du troisième degré ou de degré supérieur dont 1l 
vient d’être question. | 

La démonstration de ce fait est en tout point semblable à 
celle que nous venons de faire. 

Pour terminer ces notions sur l’indicatrice, nous ferons 
encore observer que, si une surface est donnée par une équa- 
tion de la forme 

f(x, 7,3)=0 
et que l’on fasse 


SR DEA LINE 
rnma Et 07 7» 0z SA: 


$ ER a 
ges 0x 0y UNE 


les équations de l’indicatrice en x, y, 3 seront 
[AR æ)+ AY —y)+fZ — 3) = 0, 


RE Je (NF + fss(Z 2) + 2(V —y)(Z — 3) fes 
+2(Z—3)X— x) f13 + 2X—T7)(Y — fie = 1; 


la première d’ailleurs n’est autre que celle du plan tangent. 
En effet, l'équation f(X, Y, Z) — 0 de la surface peut s’écrire, 


(4) 
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en vertu de la formule de Taylor, en observant que f(x, 7, z) 
est nul, le point (x, y, z) étant sur la surface, 
o=fi(X—2)+ TI) fZ 5) 

+ futX— D} +... +ofas(Y —y)(Z—z)+...]+..,, 
l'intersection par le plan 
parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce plan, est 
donnée par la formule 

2h = fuatX— x) +... + 2f23(Z—3)(Y—y) +... 


Les équations (4) sont évidemment celles d’üne courbe sem- 


blable, le rapport de similitude étant HE", pour À = 0. 


2h 
Donc, etc. COMEED: 


Les asymptotes de l’indicatrice ont alors pour équation 
0= fu(X—v)}+...+40 7/23 (22) PRESS 


Parmi les tangentes en un point d’une surface, il yen 
a qui ont un contact d’ordre supérieur : ce sont les asym- 
ptotes de l’indicatrice. 


En effet, si l’on coupe la surface 


LUS sf Z) 0 
par la droite 


X=2+ap,i. Y= pA$p, NERO 


qui passe par le point (x, y, z) de la surface, et dont les 
cosinus directeurs sont &, $, y, on trouve l'équation en p 


Je, y: 2)+ pa fit fi yfs) 


2 
+ (fit. +28 fo +...)+e 0, 


e désignant un terme du troisième ordre. Or f(x, y, 3) est 
nul; si l’on suppose que la direction &, $, + est dans le plan 

tangent, le terme en p est nul; enfin, si l’on suppose que la | 
direction &, P, y soit celle d’une asymptote de l’indicatrice, 
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d’après ce que l’on vient de voir, le coefficient de 0? sera 
nul, et l'équation qui donne p aura trois racines nulles; les 
asymptotes de l’indicatrice rencontrent donc la surface en 
trois points confondus; elles sont donc osculatrices de la 
surface, ce qui leur a fait donner le nom de tangentes 
inflexionnelles. 


IT. — Des courbes conjuguées. 


Deux familles de courbes tracées sur une même surface 
sont dites conjuguées, lorsqu'une courbe de la première 
famille coupe toujours une courbe de la deuxième famille en 
un point tel que leurs tangentes en ce point soient des dia- 
mètres conjugués de l’indicatrice. Deux familles de courbes 
conjuguées forment un réseau conjugue. 

Cherchons la condition pour que deux familles de courbes 
soient conjuguées. Soient dx, dy, dz les projections d’un 
déplacement effectué à partir du point (x, y, z) sur une 
courbe de la première famille; x, dy, dz les projections sur 
les axes d’un déplacement effectué à partir du même point 
(x, y, z) sur une courbe de la seconde famille. Pour que les 
deux directions dx, dy, dz et dx, dy, ds soient conjuguées, 
il suffit que leurs projections le soient par rapport à la pro- 
jecuion de l’indicatrice sur le plan des æy; or, si l’on se rap- 
pelle l’équation de l’indicatrice donnée au paragraphe pré- 
cédent 


nXE + 2eXY IV 1; 
les directions en question seront conjuguées si l’on a 


(2) r dx 0x + s(dx dy + dy x) + t dy ùy = 0. 


En général, l’équation d’une famille de courbes sera réduc- 


tible à la forme 
VPN V La li 0, 


4 désignant une constante arbitraire; l’éliminauon de x et 
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de 3 entre cette équation, l'équation de la surface et l’équa- 


(+ Pac (jar 


donne une relation entre +, y, dx et dy, d'où l’on conclut le 


tion 


dy. y. 2 
Je en remplaçant dans (1) x Par sa valeur, on 


obtient une équation de la forme 


rapport 


Gôx + H y —0, 


qui est celle de la famille conjuguée. 
Parmi les réseaux conjugués que l’on peut tracer sur une 
surface, on distingue : 

° Les lignes asymptotiques, tangentes en chacun de leurs 
points aux asymptotes de l’indicatrice. Leurs équations diffé- 
rentielles s’obtiendront en écrivant que les directions dx, dy 
et x, dy coïncident; la formule (1) devient alors 


(2) r dx? + 25 dx dy + t dy? = 0. 


Telle est l'équation différentielle des asymptotiques; ces 
courbes ne sont réelles que si l’on a rt— so. Si l’on 
observe que l’on a 


UE = dx + q dy + r dr? + 2s dx dy + t dy?, 
la formule (2) s’écrira 
— d3--p dx +qd'y—=0; 


elle exprime que la direction d?x, d'y, d?z: de la normale 
principale est perpendiculaire à la direction p, g, —1 de la 
normale à la surface; donc le plan osculateur est perpendi- 
culaire à la normale à la surface. Ainsi : 


Taéorime. — Les asymptotiques sont caractérisées par 
ce fait, que leur plan osculateur est tangent à la surface. 


Les lignes de courbure sont des lignes langentes en 
chacun de leurs points aux axes de l’indicatrice; ce sont des 


Lu 
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lignes conjuguées orthogonales ; on obtiendra leurs équations 
en écrivant que, non seulement l’équation (1) a lieu, mais 
encore la suivante 


dx 0x + dy dy + dz03 —=0 
ou 
dx dx + dy dy +(p dx + qg ày)(p dx + q dy)=0, 


c’est-à-dire 


dæ æ{(1+ p?)+ dy dy (1+ q?) + pq (dx dy + Ôy dx) 0: 


: ; - FOUR Ô 
S1, entre cette équation et (1), on élimine le rapport ; on 
OT 


trouve l’équation des projections des lignes de courbure sur 
le plan des xy, 
— r dx [(1+ g°?) dy + pq dx] 
+s { dx[(1+ p?) dx pq dy] — dy[(1+ g?)dy + pq dx] 
+ tdy[(i+ p?) dx + pq dy] =0o 
ou 


dy? Lpgt—Gi+gns] 
+ dx dy[(i+p?)t—(i+ g?)r]— dx?[ pqgr —(1+ p?)s] = 0. 


On aurait obtenu la meme équation en éliminant SL : cela 


se comprend a priori, l’équation obtenue devant donner un 
réseau de courbes. 

Les lignes asymptotiques ont évidemment pour bissectrices 
les lignes de courbure. 


III. — Théorèmes de Dupin et de M. Reina sur les lignes 
conjuguées. 


Considérons un plan tangent en x, y, 3 à une surface quel- 
conque : l'équation de ce plan sera 


(1) Z=s=p(X=x)+q(Y—-7) 


pue , « 023 #& 
p et g désignant, conformément à l’usage, 5x €? Fes Suppo- 
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sons que le point de contact(x, y, 3) se déplace infiniment peu 
sur la surface de la quantité dx, dy, dz : le plan tangent se 
déplacera, et l’équation du plan tangent infiniment voisin 
pourra être remplacée par la différentielle de (1), à savoir 


— di: =—pdx —- qdy+(X— x)dp+(Y—7y)dy 
ou 


(2) o—=(X-—-x)(r dx +sdy)+(Y—y)(s dr==tdp); 


r, S, t désignant les dérivées secondes de 3. Les équations 
(1) et (2) sont celles de l'intersection de deux plans tangents 
infiniment voisins : ce sont les équations de la génératrice 
d’une développable circonscrite à la surface suivant l’élé- 
ment de courbe dx, dy, dz;(2)estl’équation de la projection 
de cette génératrice sur le plan des xy; les coefficients direc- : 
teurs de cette projection sont r dx + sdy et —(sdzx + tdy). 
Si l’on prend pour plan des xy le plan tangent en x, y, z et 
pour plan des #3 et des y les sections principales, les coeffi- 


cients directeurs seront r dx el — tdy,en sorte que la tangente 
r dx 


de l’angle que fait la génératrice avec l’axe des x est ==; 
tdy 


. d 
le produit de cette tangente par + tangente de l'angle que 
la direction dx, dy de la tangente à la courbe de contact fait 
avec l’axe des x, est — 5 donc, l'équation de l’indicatrice étant 


rX?2+{Y2=—1;,0on peut dire que : 


Taéorëme DE Dupin. — Si une développable est circon- 
scrite à une surface, la génératrice qui passe en un point M 
de cette surface est conjuguée de la tangente en M à la 
courbe de contact par rapport à l’indicatrice. 


Il résulte de là que, si l’on circonscrit une suite de dévelop- 
pables à une surface, les courbes de contact et les courbes 
tangentes aux génératrices des développables seront des 
courbes con] uguées. 

Réciproquement, st l’on considère deux systèmes de 
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courbes conqjuguées sur une surface ; si, tout le long d’une 
courbe du premier système, on mène des tangentes aux 
courbes du second système, ces tangentes formeront une 
développable circonscrite à la surface. 

En effet, nous allons prouver que, le long de la courbe du 
premier système, on peut circonscrire une développable à la 
surface ; cette développable existant, Les tangentes aux courbes 
conjuguées ne pourront être que ses génératrices. Pour 
prouver cette assertion, nous observerons que les plans tan- 
gents, tout le long de la courbe en question, enveloppent une 
développable qui touche la surface, puisqu'elle a même 
plan tangent que cette surface au point où elle est touchée 
par son plan tangent. 

Pour que la courbe de contact d’une développable circon- 
scrite à une surface soit l’arête de rebroussement de la déve- 
loppable, il faut que la génératrice de la développable soit sa 
propre conjuguée; elle doit donc être une asymptote de l’in- 
dicatrice ; la courbe de contact doit donc elle-même être une 
hgne asymptotique, et l’on voit d’ailleurs que les tangentes à 
une ligne asymptotique forment une développable circon- 
scrite à la surface : il est bon d’observer que les tangentes aux 
asymptotiques ont un contact d’ordre supérieur avec la sur- 
face, en sorte que, dans le cas qui nous occupe, la développable 
circonscrite lraversera la surface et sera osculatrice (p. 4). 

Il résulte de là que les tangentes à une courbe quelconque 
tracée sur une surface, bien que tangentes à la surface, engen- 
dreront une développable, coupant la surface sans la toucher, 
sorte de paradoxe qui s'explique en observant que le plan 
passant par deux tangentes consécutives n’est pas nécessaire- 
ment un plan tangent. 

Pour faire une application très simple du théorème de 
Dupin, considérons une surface quelconque S et une droite 
D : par cette droite, faisons passer des plans P et circonseri- 
vons à la surface S des cônes Cayant leurs sommetssur la droile 
D, la courbe J d’intersection de S et P rencontrera la courbe 
de contact K du cône C et de la surface en un point Metles 
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tangentes aux courbes J et K en M seront conjuguées. Ainsi 
les courbes de contact K et les sections planes J sont des 
familles de courbes conjuguées. Cette remarque a été faite 
par M. Kœnigs. 

Le théorème de Dupin met en évidence ce théorème remar- 
quable : 


Un système de courbes conjuguées reste encore conjugué 
st l’on soumet à une transformation homographique ou 
par polaires réciproques la surface sur laquelle elles sont 
tracées. 


En effet, considérons une surface S et sur cette surface une 
série de courbes C; menons en chaque point de l’une des 
courbes C le plan tangent à la surface : les plans tangents 
engendreront une développable D dont les génératrices seront 
conjuguées des tangentes à la courbe C. Si l’on effectue une 
transformation homographique, à la surface S correspondra 
une surface S’, aux courbes C correspondront des courbes C 
et aux développables D des développables D’; aux génératrices 
de D correspondront les génératrices de D’ et, par suite, aux 
conjuguées de C les conjuguées de C/. 

Si, au contraire, on effectue une transformation corréla- 
live, S se changera en une surface S/; aux courbes © cor- 
respondront des développables D” circonscrites à S”, aux 
développables D correspondront des courbes C/; les généra- 
trices de D” seront conjuguées des tangentes à C/ et seront 
les tangentes des courbes conjuguées de C/; donc, etc. 

Il résulte de là que, les lignes asymptotiques étant leurs 
propres conJuguées, une transformation homographique ou 
une transformation corrélative étant effectuée sur une surface, 
les asymptotiques de la transformée seront les transformées 
des asymptotiques de la proposée. 


Taéorëme DE M. Reina. — Soient o et o' deux points 
infiniment voisins pris sur une surface, la perpendicu- 
laire commune aux normales en o et 0! à la surface a 
une direction conjuguée de celle de l’élément 00!. 
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En effet, rapportons la surface à son plan tangent en 0 
pris pour plan des xy, prenons pour autres plans coordonnés 
les sections principales relatives au point 0. La normale au 
point 0, dont nous appellerons les coordonnées x, y, 3, aura 
pour équations 


X—æx Y—7Y7 Z—2 
7 | Ro 


Ôz 
0 
commune a pour coefficients directeurs — 4, p, 0; mais en 
appelant r4, 59 = 0, t, les dérivées secondes de 3 pour æ — 0, 


. oz ; : : ? 
P;, q désignant 5%” 95° ©t la direction de la perpendiculaire 


y —=0,0ona 
P=rT+...; JP À...) 
le coefficient angulaire de la plus courte distance est donc 


ToT . ñ ; : 
es ce qui montre bien que la direction de cette plus 


toy 
courte distance est conjuguée de la direction _ de l’élé- 


ment 00’. (Académie de Naples, février 1890.) 


IV. — Étude particulière des lignes de courbure. 


Etant donnée une surface, cherchons sur cette surface le 
lieu des points tels que les normales à la surface menées par 
ces points forment une surface développable ou, ce qui revient 
au même, cherchons le lieu des points tels que les normales 
à la surface menées par deux points infiniment voisins du lieu 
se rencontrent (en négligeant les termes infiniment petits 
d’ordre supérieur ). 


34 e. : r . . : 03 
Soient æ, y, z les coordonnées d’un point du lieu 5x —P: 
03 92 3 LEE 9? z : . 
dy — 0x 70, 0x dy — S$, DE == T4 Les équations de la 


normale en æ, y, 3 à la surface sont 


X—x+p(Z—3z)=0o ou Fo, 


(1) : 
—7+qg(Z—3z)=0o ou 00, 
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les équations de la normale au point infiniment voisin x + dx, 
y + dy, 3 + dz du lieu cherché sont 


P + dP =, Q + dQ = 0 
el peuvent être remplacées par 


api 0; dOEe= 0 
ou par 
dx + p dz — dp(Z—3)=—0o, 


(2) 
dy + g ds — dq(Z— 3)=0o. 


Pour exprimer que nos deux normales se rencontrent, il faut 
éliminer X, Y, Zentre (1) et (2) ou Z — s entre (2), ce qui : 
donne | 

(dx + p dz)dq —(dy + q dz)dp = 0. 


En remplaçant dz par p dx + q dy, dp par r dx +s dy et dq 


par s dx + t dy, on trouve 


[G + p?) dx + pq dy](s dx + t dy) 
— [G+ 9?) dy + pq ds|(r dx + s dy) =0o 
ou 


COR RQ ARE 
CU +<drdyla+pt-(i+g)r]— def pgr=sG pl; 


cette équation est identique avec celle que nous avons trouvée 
plus haut pour les lignes de courbure, c’est-à-dire pour les 
lignes tangentes en chacun de leurs points aux axes de lindi- 
catrice. D'ailleurs, si l’on prend le plan tangent en x, y, 5 à 
la surface pour plan des æy, les sections principales pour 
autres plans de coordonnées, on aura p — 0, ES + 0 SEEN 
l'équation (3) deviendra 


dx dy(t—r)=0o 


et se décomposera en dx —0, dy —0o; ce qui montre que 
les lignes dont nous nous occupons sont bien tangentes aux 
directions principales, c’est-à-dire aux axes de l’indicatrice, 
pourvu toutefois que { — r ne soit pas nul. Ort et r dans le 
système d’axes adopté sont les courbures principales au point 
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considéré et alors, sir — { — 0, ce point est un ombilic. Nous 
reviendrons tout à l'heure sur ce cas. 

De l'analyse précédente 1l résulte que l’on peut encore 
définir les lignes de courbure, comme on le fait souvent, en 
disant que ce sont des lignes tracées sur la surface et telles 
que les normales à la surface menées par les points de ces 
lignes forment des surfaces développables. 

A ce point de vue, si l’on suppose que le point (x, y, =) 
soit un ombilic, on à (p. 422, t. II) 


'£ S 7 
REA. en 21 
ROMAN PT AN IR 


et l'équation (3) des lignes de courbure se réduit à o —0o. 
On a cru pouvoir en conclure que par tout ombilic il passe 
une infinité de lignes de courbure, et cela d'autant mieux que, 
en un ombilic, toutes les directions tracées sur la surface sont 
des axes de l’indicatrice; mais cette conclusion est erronée, 
au moins en général. De ce que, en un ombilic, les coefficients 
de dx?, dy? et dx dy dans (3) sont nuls, il faut seulement 


dy ’ d L T4 k.  . 
en conclure que da Y St mal déterminé par l’équation (5), 


et cela tient à ce que, pour obtenir l’équation (3), on a négligé 
des infiniment petits, négligeables en général, mais non pas 
dans le cas actuel. 

Reprenons donc nos calculs et exprimons que la normale 


X—x+p(Z—z)=0o ou P=o; 
Y—y+gq(Z-3)=0 ou QS0 


ces deux dernières équations peuvent être remplacées par 


NERO ROUES 0 
ou 
dP.+5d?P+...—0, 


dQ +35 dQ +...—0, 
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c’est-à-dire par 


dx + p ds —(Z — s)dp + ?[2dp dz + p d’z —(Z—:z)dp]=0, 


se 0 + + 0 © © 5 + © 0 5 © © © 0e 0 6 à ee « + 51e se 9 .e ee" + © de ec 10 eo SO 


dx + p ds + dp dz+Àp d?3-—(Z— z)(dp +5d?p}o, 
dy + q dz+ dg ds +? q ds —(Z—:)(dg +2: dg)=0; 


la condition de rencontre devient alors, en éliminant Z — 3, 


(dx — p ds + dp ds +1 p d?z)(dq +} d?q) 
— (dy + q ds + dq ds + + q d’:)(dp ++ dp). 


Or, si nous nous placons en un ombilic, les termes du 
deuxième ordre sont nuls [en les conservant seulement, on 
retrouverait l’équation identique (3)] et, en conservant les 
termes du troisième ordre, on a 


2(dx + p dz)d?q - dg(dp ds +5p d?z) 
— L(dx - q dz)d?p + dp(dq dz + q d?3). 


En remplaçant dz, d?z, dp, dq, d?p, d?q par leurs valeurs 
en fonction de dx et dy, on obtient une équation du troi- 


« ’ dy _ 2 L4 , 
sième degré en y Ce qui montre qu'en général 1l ne passe 


que trois lignes de courbure par un ombilic. Toutefois, cette 
dernière conclusion peut encore tomber en défaut : l'équation 


As: À : d ” 
du troisième degré qui donne _- pouvant elle-même devenir 


illusoire, il faudrait alors prendre un terme de plus dans les 
développements de AP et AQ, et ainsi de suite; il est donc 
tout à fait impossible de dire a priori combien 1l passe de 
lignes de courbure par un ombilic. 


V. — Continuation du même sujet. 


Lorsque la surface dont on veut trouver les lignes de 
courbure est donnée par une équation non résolue de la forme 


SU A 3)= 0; 


a 


ÉTUDE DES COURBES QUE L’ON PEUT TRACER. 1 


on peut obtenir comme il suit l'équation différentielle de ces 
lignes, soit 


0x 07° 
0? f of. 
Ja 0x? ? Î23 dy 03” s'ils eeiels 


les équations de la normale en x, y, z à la surface sont 
MST Gt OR line 2 
Ji J2 DEN 


les équations de la normale infiniment voisine sont 


Bec dr. Y—y—dy _ZL—:—dz 


a+ dj Jar dfa . fs+dfs ? 
en exprimant que ces droites se rencontrent, ou que leur 
plus courte distance est nulle, on a 


LOST. 1e aan 


d'ÉPONE PEN à 
df, df df; 


C’est l’une des équations des lignes de courbure. l’autre est 
q 8 ; 


0. 


f = 0; on peut, si l’on veut, l'écrire 


dx dy dz 


Ji J2 151 20; 
fu dx + fo dy + fis dz 


elle est alors du second degré en dx, dy, dz. Si l’on suppose 
f—=co(z, y) — z;elle devient 


dax dy p dx + q dy 
P q — 1 0, 
rdxæ+sdy sdx+tdy (e 


et, en développant, on retrouve l'équation (3) du paragraphe 
précédent 


(3) dy?{[pqt — s(1+ g?)] 
+ dx dy[(1+ p?)t—(1+g?)r]— dz?[ pgr —s(i+ p?)]= 0. 
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En général, les lignes de courbure forment une famille 
unique; pour qu'elles forment deux familles distinctes, ilest 
nécessaire qu’en résolvant l’équation précédente par rapport 


LUE LS à À ; ; 
à ce la quantité placée sous le radical soit un carré, c'est- 
ax 


à-dire que l’on ait une certaine relation entre p, q, Ps 1, 
que nous n'écrirons pas à cause de sa complication et qui est 
l'équation aux dérivées paruelles d’une classe particulière 
de surfaces. | 
Annulons le coefficient de dy? dans (3); nous aurons 
l'équation différentielle d’une classe de surfaces ayant un 
système de lignes de courbure situées dans des plans paral- 


lèles et un second système distinct du premier 
pat—s(i+g?)=0o. 


Nous rencontrerons cette équation plus loin et nous l'inté- 


grerons. 
VI. — Théorème de.0. Rodrigues. 


Nous appellerons, avec M. Mannheim, normalie d’une sur- 
face le lieu des normales à cette surface, menées par tous les 
points d’une ligne tracée sur cette surface. Une normalie 
développable sera alors le lieu des normales à la surface 
menées par les points d’une ligne de courbure. 

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point 
d’une surface; a, $, les cosinus directeurs de la normale en 
ce point : cette normale fait partie de deux normalies déve- 
loppables. Soient X, Y, Z les coordonnées du point où elle 
touche l’arête de rebroussement d’une de ces normalies ; soit 
enfin } la distance des points (x,y,z) et (X, Y, Z). On aura 


(1) X = x + a, Ve y FUN, L=—3—+ 7x, 


et le point (X, Y, Z)s’obtiendra en exprimant que la droite 
représentée par ces équations (1) rencontre la droite infini- 
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ment voisine dont les équations peuvent être remplacées par 
les différentielles de celles-ci, à savoir 


| o = dx =- a di + À da. 
(2) | o = dy + 8 dÀ + À dB, 


0 = dz +7} XX dy. 


La condition cherchée s’obuendra en éliminant X, Y,Z,Xet 
d entre (1) et (2) ou en éliminant simplement À et dX entre 
les équations (2), ce qui donne 


da($ dy — y d$)+ dy(y da — a dy) + dz(a d$ —$ da) =0; 


celte équation étant supposée satisfaite (et c’est l'équation 
des lignes de courbure), on déduira de (2), en multipliant par 
«, Ê, y, et en ajoutant, d) — 0; ces formules (2) donneront 
donc 

Le NRA CAES 

F'L'HONEX: T° ONE LES 
Ces relations sont dues à Rodrigues. Laissons-les sous la 
forme 

dx + À da = 0, 


(3) « dy + À dB —0, 
dz +— À dy =0 
ou 
da PR 04 
dx + A(S dx + sn Re ds) = 0, 


08 67,2 8 7) 
dy A (SE de SE dy + ds) 0 
DYATRAN OT cl :) ni 
met dr ds) 0. 


ds + ( 


En éliminant dx, dy, dz, on à 


I da 02 CES 
NP dr 0y 0z 
08 1 … dÿ 03 #5 
ré An de LT 
Di nl, a 
0x 0Y Nr 03 


L.— Traité d'Analyse, VIT. 2 


19 CHAPITRE I. 


Cette équation est en réalité du second degré; le terme indé- 


dus 
d(æ, 74) 


œ, $, y la relation à? + f? hé ” — 1. Nous allons voir que À 
n'est autre chose qu’un rayon de courbure principal, en 
sorte que le lieu des arêtes de rebroussement des normalies 
développables est ausst le lieu des centres de courbure de 
la surface, et deux normales infiniment voisines d’une 
ligne de courbure se coupent en un centre de courbure 
principal. L’équation (4) sera alors une nouvelle forme de 


pendant de kest en effet , nul, puisqu il existe entre 


l'équation aux rayons de courbure principaux. Calculons donc 
À : à cet effet, écrivons les équations (3) ainsi, 


(194 dd =, dy ra = 0, ds +148 —0, 


en désignant par f le premier membre de l’équation de la 
surface, par fi, fo, far faas frs « - +, [as Ses dérivées, et par N 
le radical /f? + f5 +. f;. Ges équations (5) peuvent se mettre 
sous les formes 


7 ; A0 fan) _ 


ou bien 
N LN 
de + +df— FT =0 


N 


ou enfin 


N dN 
(+) dr + fa dy + fade fi R = 0 


N aN 
fade + + fax) dy — Pad me = O, 


dN 
fade + fa dy + (5 + fs) AT mr 


et comme 
Jidx + fi dy + f:dz = 0, 
déduit de là, enéliminant dx, dy, ds et, l'équati 
on déduit de là, en éliminant dx, dy, ds et; l'équa Ion (14) 


de la page 437 (II° Volume), dans laquelle R est remplacé par 


À, ce qui montre bien que les valeurs de À sont les rayons de 
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courbure principaux de la surface. L’équation (4) peut 
s’écrire 


Ôd : 28 , dy . 0(a,6) O(B, NUM ACT CR 


I l 
Mn + RE 0e) to (z,.&) 


VII. — Lignes de courbure de quelques surfaces. 


1° Les lignes de courbure des surfaces développables sont 
les génératrices et leurs trajectoires orthogonales, parce que, 
le plan tangent étant le même le long d'une même génératrice, 
le lieu des normales le long de cette génératrice est un plan; 
en paruculier, les lignes de courbure d’un cône sont ses géné- 
ratrices, les courbes d’intersection de la surface par des sphè- 
res ayant leur centre au sommet du cône. Après le développe- 
ment d’une surface développable, les lignes de courbure autres 
que les génératrices deviennent les développantes de la trans- 
formée de l’arête de rebroussement. 

2° Sur une surface gauche, les génératrices ne sont pas 
lignes de courbure ; car les normales le long d’une génératrice 
forment, comme on le verra, un paraboloïde hyperbolique, 
mais ce sont des asymptlotiques. 

3° Les lignes de courbure des surfaces de révolution sont 
les méridiens et les parallèles ; car les normales à la surface 
le long de ces lignes forment des plans ou des cônes : on en 
conclut que les rayons de courbure principaux en un point 
de la surface sont le rayon de courbure du méridien et la 
longueur obtenue (en vertu du théorème de Meusnier) en 
construisant un triangle rectangle ayant pour côté le rayon 
du parallèle et pour hypoténuse une droite dirigée suivant 
la normale; ce sera donc la normale au méridien arrêtée à 
l’axe de la surface. 

On peut vérifier ce résultat par l'Analyse. En effet, l’équa- 
uon des lignes de courbure étant mise sous la forme 


(1) ts 
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si l’on prend l’équation des surfaces de révolution sous la 
forme 

FE pire 
on aura 


—— — 14 — LA” 
pP=Vwo re, q=®%2Y, 


dp = %"4x(x dx + y dy)+2e dx, 
dg.= %"4y(x dx + y dy) + 2% dy, 


et, par suite, l'équation (1) deviendra 


dx +4x0%(x dr + y dy) _ dy +4yo02(x dx ?Prdam) 


4x9" (x dr + y dy)+2v'dx {7g$"(x dx +7 dy)Pav dy 


ou 
4%" (xdxz + y dy)(y dx — x dy)+8v'3(xdx+7ydy)(x dy =ydx)=0; 
d’où l’on tire | 

x dx +ydy =0 ou LP AV = COMSENS 
c'est l'équation des parallèles. On a ensuite 


(y dx — x dy)(g"—2%")= 0, 
c'est-à-dire 
J dx — x dy = 0, 
ou 
Y= rc Conste 


ce qui donne les méridiens. 
Toutefois, si l’on avait @"— 26/3 — 0, ilne faudrait plus en 
conclure y dx — x dy — 0; mais alors 


P 
2p'3 
ou 
I Fr , ° 
o2 — (22 +7 )+ € 
1 
ou 
T 
' 
P 


— Re cp Rep 
Ve—(æ+y) 
c'est-à-dire 


p=—Ve—(m+y)=3; 
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on en tire 
DE YÈ + 20; 


c’est l’équation d’une sphère. Sur la sphère et sur le plan, 
les lignes de courbure sont évidemment indéterminées, car 
toutes les normales passent par un point fixe ou sont paral- 
lèles à une même droite; mais la sphère et le plan ne sont pas 
les seules surfaces dont les lignes de courbure soient indéter- 
minées. 

4° Pour que les lignes de courbure sur une surface soient 
indéterminées, 1l faut que les coefficients de dx?, dx dy, dy? 
dans l'équation (3) de ces lignes (p. 17) soient nuls, c’est- 
à-dire il faut que l’on ait 


pgt—s(i+g?)=0, 
(1+pi)t—(1+ g?)r = 0, 
pqgr—s(i+p?)=o. 


Ces équations se réduisent à deux 


ç LA r 


LAN NESTOONETE"ES 
nous avons déjà intégré ces équations (t. IT, p. 423): ce sont 
celles d’une surface dont tous les points sont des ombilics ; 
ces surfaces sont le plan, la sphère et les développables 


isotropes pour lesquelles on a 
(a) p+gqg+i=o. 


Ces surfaces imaginaires sont développables, puisque p est 
fonction de g; de plus, leurs génératrices sont des droites 
isotropes, et, en effet, p, g, —1 sont les coefficients direc- 
teurs de la normale ou du plan tangent; le plan tangent voisin 
a pour coefficients directeurs 


p+dp, q+dqg, 1; 
la génératrice a donc pour coefficients directeurs 


— dq, dp, p dq — g dp; 
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la somme des carrés de ces coefficients est 
dp?(1+ qg?)+ dqg?(1+p?)—2pq dp dq 
ou, en vertu de (a), 
— p° dp?— q?dg?— 2pq dp dqg = —(p dp — q dg}: 


Or, en différentiant (a), on a p dp + q dg = 0; donc enfin 

la somme des carrés des coefficients directeurs de la généra- 

trice est nulle : cette génératrice est donc une droite isotrope. 
Gi. ONF D: 


VIII. — Lignes de courbure de l’ellipsoide. 


La recherche des lignes de courbure est une opération assez 
pénible : voici comment on peut trouver celles des surfaces 
du second ordre. L'analyse suivante est de Monge. 

Nous mettrons l’équation de la surface sous la forme 


(a) ax?+ by?+ cz? =;1; 
nous aurons alors, pour l'équation des lignes de courbure, 


dx dy dz 
ax by C3 |—=0 


a dr ob RCE 
à 
et, en observant que Dax d'A EE De 0) 


D x dr dx dy | 


I az bYI = 0 


| 0 a dx bdy 


En développant, on a 


TD dx(x dy — y dx) — dx dy(b — a)=0: 


ax dr +by dy 


C 


si l’on remplace z dz par — » On a enfin 


ab[xdx(c—a)+ydy(e— b)](x dy — y dæ)—c(b — a )dzx dy = 0. 
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. I I il 
Si, dans la formule (a), on remplace à, b, c par 2 OU EL 
si l’on fait 
a?(02-- 6? a?( a? — b?) 
D Dre? 
b?2(a? — c?) a? — c? 


on trouve, pour l’équation des lignes de courbure de l'ellip- 
soide 
x? 
a? b?2  c2 
l'équation suivante 
(b) Axyy?+(x?— Ay?—B)y'--xy — 0, 
e LE [ vs ’ dy , ES 
en désignant par y la dérivée Cette équation est une de 


celles que l’on intègre en les différentiant : on trouve 


RAM y (AY2=1)(&y + y) 
CA B)+ y (27 —2Ayy) =0; 


en éliminant x? — Ay?—B,on a 


“ y" y’ 
Ay?+1 (5 + —- leg 
CAN es rm aire 


supprimant le premier facteur, on a, en intégrant, 
! 

PT = const. = 
2 


ou 
LEE 

14 
Si l’on substitue cette valeur de y’ dans (b), on a l’équation 
des lignes de courbure projetées sur le plan des æy, à savoir 


! 


Akx+(x—Ay?—B)k—y?=0o 
ou bien 
D'(AK+k)—yY2(Ak +1) = BA. 


Cette équation représente une série de sections coniques. 
Monge a discuté avec soin, après avoir donné la méthode 
précédente, la forme des lignes de courbure de l’ellipsoïde. 
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IX. — Interprétation du premier membre de l'équation des lignes 
de courbure. 


Nous avons vu que l’on obtenait l’équation des lignes de 
courbure en écrivant qu’une normale à la surface rencontrait 
la normale voisine. Soient donc +, 5, y les cosinus des angles 
que la normale à la surface en M (x, y, z) fait avec les axes: 
les équations d’une normale seront 


X — x + a, Y=y+fl, Z=2:+yi: 


a+ dau, B + dé, y + dy seront les coefficients directeurs de 
la normale voisine en M! : ce seront même ses cosinus direc- 
teurs, car (a+ da}? (f + dé}? + {y + dy)? est égal'är, 
aux termes du second ordre près, vu que 


a da + 6 d$ +ydy = 0. 


Les équations de la normale voisine pourront être rempla- 


cées par 
or F0 d\ de 


o = dy + 8 di + À dB, 

0 = dz + y dÀ + À dy; 
l'élimination de X, Ÿ, Z, À, dÀ donne l’équation des lignes 
de courbure déjà trouvée 


dx dy dz 


mL ‘Pepe 
Ho dé dy 


Le premier membre de cette équation a une signification 
géométrique importante : on peut l'écrire 


BRAS VÉROTRRR 
| ds ds ds 
a ds 
(04 P L 


ou bien 
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dz d 3 : 
Or 8 RE Ÿ — ..- sont les cosinus directeurs de la perpen- 


diculaire aux directions «&, $, et dx, dy, ds; ce sont donc 
les cosinus directeurs d’une tangente à la surface perpendi- 
culaire à la tangente dx, dy, dz. Le premier membre de notre 

l 
ds 
fait la normale en M' avec une tangente à la surface perpen- 


équation est donc, au facteur — près, le cosinus de l’angle que 


diculaire à la direction dx, dy, dz. Appelons db le complé- 
ment de cet angle; dd sera alors l’angle que fait le plan nor- 
mal en M à la courbe dx, dy, dz avec la normale à la surface 


J 4 ; sl d'Y 
au point infiniment voisin M’. Le rapport Pr est ce que l’on 


appelle la £orsion géodésique de la courbe; l’équation des’ 
lignes de courbure peut donc s’écrire 


et pour ces courbes, la torsion géodésique est nulle. Ainsi 
la torsion géodésique M d’une courbe, relativement à une 
5 7 
| 
surface sur laquelle elle se trouve tracée, est la limite du rap- 


d re ’ ’ 
port Le ds désignant l'élément d’arc de cette courbe, et dd 


’anole que fait la normale à la surface en M avec le plan nor- 
l’anol que fait | le à1 f M le pl 

mal à la surface mené par le point infiniment voisin de M sur 
la courbe, tangentiellement à cette courbe. 


X. — Théorème de Lancret. 


Considérons une courbe passant par le point M(x, y, 5) 

d’une surface sur laquelle elle se trouve tracée : soient 

a, b, c; a!, b!, c'; a”, b", c” les cosinus directeurs de la tan- 
gente, de la normale principale et de la binormale à cette 
courbe ; 

de et dx ses angles de contingence et de torsion; 

0 l'angle que le plan osculateur de la courbe fait avec le plan 
tangent de la surface; 
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a, B, y les cosinus directeurs de la normale à la surface. 


On a 


ax .+bB +cy —=0, 
a'a+b'B+c'y—=sin0, 
a'a + b"B + c'y = cosb; 

on en tire, en résolvant par rapport à &, , y, 


a = a'sinô + a” cosb, 
(1) B — b'sin0 + b”"cosb, 


y = c'sin0 + ccosb 
ou, en différentiant et en tenant compte des formules de 
Frenet, | 


da = (a"eos0 — a"sin0)d0 —(a’ dr + a de) sin0 + ad cosb, 


ce qui peut s’écrire 


dau = a'cos0(d0 + dr) — a"sin6 (dû + dr) — a sin0 de, 


Formons la quantité b dy — c d5, et nous aurons 
b dy — c d$ = (a”cosô + a’sin0 )(d0 + dt), 
c'est-à-dire, en vertu de (1), 


b dy — c dB — a( dû + dr), 
c da — a dy = B(d8 + dr), 
a dé — b du — (dû + dr), 


multiplions la première équation par «&, la seconde par $, la 
troisième par 7 et ajoutons; dans le premier membre, nous 
aurons le déterminant que nous avons appelé db, et qui, 
divisé par ds, donne la torsion géodésique; ainsi 


dy — dû —+- dr. 
Cette formule fournit une expression remarquable 


(2) SL Ps 2 
ds ds ds 


de la torsion géodésique; elle prouve que : 
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Si une courbe est ligne de courbure d'une surface, 
on a df + dr = 0. C’est en cela que consiste le théorème de 
Lancret. 


XI. — Variations de la torsion géodésique. 


Reprenons la formule qui fait connaître la torsion géodé- 
sique, à savoir 


dr dy,.dz 
I 
BRL : 
PE Cent CON OT 
da dB dy 


si l’on prend pour axes la normale à la surface et les tangentes 
aux lignes de courbure, on a 


de Ar -"'o 
I 
L— 
dé — ARNO D LT 
du d$ dy 
ou 
| db _ dx d$ da dy 
(4 ds — ds ds ds ds 
Or, si l’on observe que 
ve P dp(i+ q?)— pq dq 
_ “k : 


ds ds 2 2 à 
ds ds fi+pr+ og? ds(i+ p?+ g?)? 
et, pour le système d’axes choisi, 


AD. LOE d8 _ ,dy 
ds 7 ds ‘ds’ AURA 


la formule (1) deviendra 


Soient R et R’les rayons de courbure principaux de la sur- 
face, et © l’angle que fait l'élément ds avec la section princi- 
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pale de rayon R : on aura 


SR A ES sin20: 
AS CAEN RARES ge: 


si l’on pose 


on aura 


dy 


+? — asin20: 
ds Ÿ? 


la torsion géodésique des lignes tracées sur une surface par 


un même point varie donc comme le carré du rayon vecteur 
d’une lemniscate de Bernoulli au paramètre a. 

Soit AB( to. 1) une droite de longueur 2 a : si l’on suppose 
que cette droile se meuve de telle sorte que ses extrémités s’ap- 
puient sur les tangentes Ox, O y aux lignes de courbure et 
si l’on mène OM perpendiculaire à AB, il est facile de voir que 


OM = OA cosvo — AB sinv cosy = asin29; 


la ligne OM représentera donc géométriquement la torsion 
géodésique dans la direction ©. | 

La forme de la lemniscate est trop connue pour qu'il soit 
nécessaire d’insister sur les valeurs remarquables que peut 
prendre la torsion géodésique. Nous ferons toutefois observer 
que deux lemniscates, en réalité, seront nécessaires pour 


représenter la torsion géodésique dans chacun des angles: 
droits formés autour de O. 
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XII. — Conséquences du théorème de Lancret. 


Considérons deux surfaces S et S’ : soit C leur courbe 


. L L 1 à | dr 
d’intersection. Soient ds l’élément de la courbe C, Tr Sa tor- 


sion au point M, 0 l'angle que fait son plan osculateur avec 
le plan tangent à S, 0 l'angle que fait son plan osculateur 


x 


avec le plan tangent à S’ au même point M; soient enfin 
; 

- et 2 ses torsions géodésiques suivant qu’on la considère 
comme tracée sur S ou sur S’. Le théorème de Lancret fournit 
les équations 

dy — d8 + dr, 

dY'= dV'+ dr; 
on à, par suite, 

d(y—%")= d(0 — 6); 


mais 0 — (/ est l’angle V sous lequel se coupent les surfaces 
en M, on a donc 


(1) dé -— dd'= dV; 


donc : la différentielle de l’angle sous lequel se coupent 
deux surfaces est égale, au facteur ds près, à la différence 
des torsions géodésiques de leur intersection. 


CorozLarRe Ï. — Supposons que les surfaces S, S' se 
coupent suivant une ligne de courbure de chacune d’elles : 
db et dŸ/ seront nuls; done dV — 0, et V est constant; donc: 


Quand deux surfaces se coupent suivant une ligne de 
courbure de chacune d'elles, elles se coupent sous un 
angle constant. 


CorozLaire Il. — Sr deux surfaces se coupent sous un 
angle constant V et si l’intersection est une ligne de cour- 
bure de l’une, elle sera une ligne de courbure de l’autre. 
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En effet, si dans la formule (1) on fait V = const., ou 
dV = 0e db = 0;0ona 0 


Corozzaire II. — St crois familles de surfaces se 
coupent partout orthogonalement, elles se coupent par- 
tout suivant leurs lignes de courbure. 


En effet, soit M un point où se coupent trois surfaces de 
familles différentes; soient s, s', s” ces trois surfaces; soient 
a et a! les torsions géodésiques de l'intersection de s ets 
relativement aux surfaces s et s'; b' et b" les torsions géodé- 
siques de l’intersection de s/ et s” relatives aux surfaces s 
ets’; enfin c” et c les torsions géodésiques de lintersection 
de s” et s relatives à ces surfaces. On aura 


a— «a'=0, b'— b'— 0, c'—cC—0; 
mais, les intersections que nous considérons étant orthogo- 
nales, on aura, en vertu du théorème démontré au paragraphe 
précédent sur la variation de la torsion géodésique, 


&æ+C—=Oo, a b'=0, be c'e 


d'où l’on conclut a = a = 6 
prouve bien que s, s', s” se coupent suivant leurs lignes de 
courbure. Ces trois propositions sont dues à Dupin. 


CorozLarrE IV. — Sy une ligne de courbure d’une sur- 
face S est plane ou sphérique, le plan ou la sphère qui 
contient cette ligne coupe la surface S sous un angle con- 
stant. 


Car toute ligne tracée sur le plan ou la sphère est une 
ligne de courbure de ce plan ou de cette sphère. Ce théorème 
est dû à Joachimsthal. 


CorozLaire V. — Sr une ligne de courbure C d'une sur- 
face S est plane, l’arête de rebroussement de la normalie 
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développable relative à cette ligne de courbure est une 
hélice. 


Emiehel;/ soient a, b, c; a, b', c'; a", b', c' les cosinus 

_ directeurs des directions principales de la courbe C; à,, b,, 
! ! / 1 

C1, &,) b,, Ci; 

rebroussement D de la normalie développable en question. La 


b,,c, les cosinus directeurs de l’arête de 

ligne D est une développée de C, de sorte que, si l’on appelle 
I I Là LA LA 

ds, T'E l'élément d'arc de C, sa torsion et sa courbure, ds;, 


Li I e , pi \ 
Tr À%- les quantités analogues relatives à D, on aura (t. IT, 
1 1 


p. 385 et suiv.) 


(2) 
ÿ a'& = cos, Ÿ dr e6, Ÿ a a, = sinb, 


L/4 Le L/4 ! /4 ! LE 
Ÿ a'ai= sin0 Vire me a" a, = cos; 
| 1 , Æ 1 , 1 


6 est alors l’angle que le plan osculateur de C fait avec le 
plan tangent à la surface. Différentions la formule Ÿ DRE E 


nous aurons, en vertu des formules de Serret, 


D ads. a ds; . 
SÉCENNET, ARE RA À 
R T, 


ou, en vertu de (2), 


; sin 0 ds Sy Le 
(3) Er PRE 


En différentiant Ÿ aa, — 0, on à de même 


Dee a+ Ÿ a L l'E Ô 
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© 
LD 


ou, en vertu de (2), 


cs cosû ds ds: eee 


de (3)et (4) on tire 

R; 
l'angle 0 est constant pour une ligne de courbure; on voit 
donc que le rapport de la courbure à la torsion en chaque 
point de la courbe D est constant; cette courbe est donc (t. IT, 
p- 406) une hélice tracée sur un cylindre qui n’est pas néces- 
sairement de révolution. 

Cette proposition a été démontrée par J.-A. Serret. 


Corozraire VI. — La formule de Lancret dd = dû + dr 
montre que la torsion géodésique d’une courbe GC tracée sur 
une surface S est partout égale à sa torsion ordinaire, quand 
son plan osculateur fait partout un angle constant avec le 
plan tangent à la surface S. Parmi les courbes qui sont dans 
ce cas se trouvent les asymptotiques pour lesquelles 0 = 0, 
et les géodésiques, dont 1l sera bientôt question, pour les- 


L 


| A 


quelles on a 0 — 


< 


Le 


XIII. — Sur les lignes de courbure des développables isotropes. 


Nous avons vu que les développables isotropes étaient des 
surfaces dont tous les points étaient des ombilies ; les lignes 
de courbure doivent v être indéterminées ; d’ailleurs, toute 
normale à la surface y rencontre la normale infiniment voi- 
sine; donc toute courbe tracée sur la surface est une ligne 
de courbure (voir p.315, t. Il). 

De là résulte une conséquence importante, à savoir : Sur 
toute surface, on peut déterminer en termes finis l’équa- 
lion d’une ligne de courbure. 


ÉTUDE DES COURBES QUE L’ON PEUT TRACER. 59 


En effet, si l’on circonscrit à une surface quelconque une 
développable isotrope, la courbe de contact 


He dr L= 0 


sera une ligne de courbure, ‘car la développable circonscerite 
rencontre la surface sous un angle constant (nul) et suivant 
une ligne qui est ligne de courbure de la développable ; donc 
elle est aussi ligne de courbure de la surface proposée, Cette 
remarque peut être utile dans la recherche des lignes de 
courbure ; on sait, en effet, que beaucoup d'équations diffé- 
rentielles deviennent intégrables quand on en connaît une 
solution particulière. 
Sur l’ellipsoïde 


n « 


y 
AAEE ba * 'o2 


— I, 


la ligne de courbure imaginaire qui nous occupe est donnée 


par la formule . 
ÉAAAIEE 


XIV. — Surfaces dont les lignes de courbure sont planes. 


Les premières recherches qui aient été entreprises sur les 
surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphé- 
riques, sont dues à Monge (Application de l'Analyse à la 
Géométrie), à M. O. Bonnet (Comptes rendus de l’Aca- 
démie des Sciences, janvier 1853) et à À. Serret (Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences et Journal de Liou- 
eille, t. XVIIL); M. Lemonnier (Thèse, 1868) a ensuite publié 
un travail très complet sur cette question. [ Voir aussi Picart 
(Thèse).] 

Nous nous bornerons ici à chercher les surfaces dont les 
lignes de courbure sont planes. 

D’après le théorème de Lancret, si une ligne de courbure 
est plane, son plan doit rencontrer la surface sous un angle 
constant, ainsi que nous l’avons déjà observé (Th. de Joa- 

D Traité d'Analyse, VIT. 3 
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chimsthal); réciproquement, si un plan coupe une surface 
sous un angle constant, l’intersection sera une ligne de cour- 


bure (p20) 
Soit 
(1) ax+by+cz=h 
l'équation du plan d’une ligne de courbure d’une surface 


dont les lignes de courbure sont planes; &, b,c, h sont fonc- 


tions d’un certain paramètre que j'appellerai À. SUFOn pose 


5 : Oz )z 
comme d'habitude p= =, g = D --., le plan (1) devant 


rencontrer la surface sous un angle constant, on devra avoir 
(29 ap+bg—c—kV1Fpt Par, 


k désignant une nouvelle fonction de À. Si un second système 
de lignes de courbure se compose de courbes planes 


(3) a'æ+b'y+c'z= 


on aura de même 


(4) a'p+b'q—c'=Kyi-pt+g?, 


a, b', c', k, K' désignant des fonctions d’un autre para- 
mètre NW. Ceci posé, appelons dx, dy, dz un déplacement 
effectué sur la première ligne (1), et dx, y, ds un déplace- 
ment effectué sur la seconde : nous devrons avoir, les deux 
systèmes de lignes de courbure étant orthogonaux 


(5) dx 0x + dy Ôy + dz 03 =0; 


d’ailleurs, les équations (1), (3), donnent 


adx+bdy+cdz=—0o,  a'èx + b'ôy + c'èz =, 


et l’on a, en outre, 
pdx+qdy—d3=0, pôxr+qôy—ùz—0o. 
En éliminant ôx, Ôy, ds, dx, dy, dz entre ces formules, on a 


(b+cgNb'+c'qg)+(a+cp)(a +c'p)+(aq — bp)(a'g — b'pbee 
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si l’on ajoute cette équation avec le produit de (2) et (4), on 
trouve 
(p?+ g?+1i)(au + bb'+ cc'— kKk') — 0, 


et, en rejetant la solution p?+ g?+1—o, qui fournit une 
développable isotrope, on trouve 


(6) aa'+ bb'+ cc'— Kk'— 0 
ou, en différentiant par rapport à À, 
a da + b'db + c'dc — k'dk — 0. 
En éliminant k£', on a 
a(adk—kda)+ b'(bdk—kdb)+c'(cdk— kdc)=0o 
et, par suite, 


a! (a dk y da)+ 00" (bdk—kdb)+ûc (cdk— kdc) =, 
da'(a dk — k da)+ 32b'(b dk — k db) + S?c'(c dk — k de)= 0; 
on conclut de ces trois dernières équations, ou bien 

a dk — k da — 0, b dk — E db — 0, c dk — k dc = 0, 


c'est-à-dire 


ou bien 


Dans la première hypothèse, on a 
RU ODI=NCEK, 


4, 8, y désignant des fonctions de X ou des constantes; les 
lignes de courbure ax + by + c3 — h sont alors situées 
5 in 
dans des plans parallèles, car & ne peuvent être que des 
) » Pr Y NE P q 
constantes. Dans la seconde hypothèse Ÿ + œ'oblo?c = 0, 
on a 
Aa+Bb'#Cc=0o 


(p. 118, €. V), À, B, C désignant des fonctions de À ou des 
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constantes. Mais si ces quantités étaient fonctions de À, en 
attribuant à À des valeurs différentes À,, +, on aurait 

Aa + B,0'+ Cic'=0o, 

Aa + B,:0'+ Cc'=0, 


A, B;, CG, désignant les valeurs de À, B, C pour À= À, et A, 


—)3 ; les rapports a’: b': c' alors 


B;, CG: leurs valeurs pour À 
seraient constants, les lignes ax + b'y + c'z = L seraient 
alors situées dans des plans parallèles. 

Nous avons donc deux espèces de surfaces ayant leurs hignes 
de courbure planes : 

1° Des surfaces ayant leurs lignes de courbure dans des 
plans parallèles à une droite fixe ; 

2° Des surfaces ayant un système ou leurs deux systèmes 
de lignes de courbure situées dans des plans parallèles. 


XV. — Surfaces dont les plans des lignes de courbure 
de chaque système sont parallèles à deux droites fixes. 


Dans le cas où les lignes de courbure sont situées dans des 
plans parallèles à des droites fixes, il est facile de voir que ces 
droites sont rectangulaires. Les plans de nos lignes de cour- 
bure ont des équations de la forme 


(a + dip)xz +(b + bin)y +(c+<au)zs =h +, 
(a'+a;u)r +(b'+ biu')y +(c+cu)s = +R ui 
or on à vu que 
(a+ au)(a + an) 
+(b+bin)(b'+bin)+(c+an)(c+cn)= #K"'; 


u est fonction de À seul, x’ fonction de \ seul, @, a/, b, b!, 
c, c', k, hk’ sont des constantes, k est fonction de À et k! fonc- 
tion de \’. Or on a, en vertu de la dernière équation, 


aa + bb'+ cc'=0, 
aa + bb} + cc — 0, 


da + bib'+ cc = 0, 
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et, en vertu de l'identité, 


(aa + bb'—+ ce'\(a a, + bb + cc) 
— (aa, + bb + cc,)(a a + bb'— cc) 
—= (bc: NS cbi)(b'c; a c'b') 
+(ca — ac;)(c'ai—a'c;)+(ab; —ba;)(a'b, —b'a); 


son second membre est nul, ce qui démontre la proposition 
avancée. 

Prenons alors l’axe des x parallèle à l’une des droites rec- 
tangulaires en question, l’axe des y parallèle à l’autre : les 
équations des lignes de courbure seront 


(1) by +cz= h, DAC dE R'} 


d’ailleurs, d’après les équations (2), (4), (6) du paragraphe 


précédent, 
{bg —c—#AN, pce AIN, 
(2) FORMES 
[N=Vi+pt+ ag? CC KR. 
à 6. 4 2 ë Æ c l L| 
Cette dernière équation exige que — — ,; — - soient con- 
ÿ 5 


stants; alors on pourra mettre (1) et (2) sous la forme 
(3) | 
x Na SUN), 


lp+\=V\'gnN. 


Des équations (3) ou (4), on déduit l’équation aux dérivées 
partielles de la surface. En éliminant x et f(X) ou Wet f'(N), 
on trouve 


rpy(N—8— gg?) 
+ s(2g(1+p?)(i+g2)—Ne?(i+qg?)—N(i-+p?)] 
—pqg(Ng—1—pt)=0; 


mais cette équation ne nous sera pas utile. De (3) et (4) nous 
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déduirons avec Serret 


ve (g?— 1) ge? +(g?— 1)? 
Ve? + CONS EVE ES 

LAS —DAvie te p2. 4)}e 
è EN a GE 


dr = \'dz + 3 d)“+ de d\', 


RE AD of 
dy — } dz ARE TX Es ox dx. 


Portant ces valeurs dans dz — p dx + q dy, ona 


I = mena Ver = À 
dz BAT [Vg2+ (811 (g —1nX2?] 


| 1 dx É à d | 
Vi—(gi—nx? Ver+(g2—1)% 

NF CN) NON AE 
Vi—(g—1)3 Verte rx 


—- 


cette équation est intégrable et donne 


| Ver Ce ni Ce ?] > ' 


— 1] 
| [ _XF'O)aX + f 1 FC) 
Vi—(g?—1)1? Ve +(g—n 


L’élimination de À et N entre cette équation (5) et les.pre- 
mières (3) et (4) fera connaître z en fonction de x et y. 

L'analyse précédente est en défaut quand £ =o : nous 
allons examiner ce cas. 


S1 f —0, on a ouc— 0, ou c'—0; si l'on suppose 
k —0o,(1)et (2) donnent 


DIS (el LEE 


donc 49 —0o,ets = f(x). Laissons ce cas de côté et supposons 
k — 0, c'=0; alors on écrit (1} et (2) ainsi 


by+cz—h, TEE TRE 
bq —c =, LP. KUN 


ÉTUDE DES COURBES QUE L’ON PEUT TRACER. 39 
ou bien 
y=2à+f(Q),  æ=/f"(\), 
q + —= O, DE NINC 
On voit que l'équation différentielle 
Y=—2q+FE(g) 


est celle de la surface; cette équation ne contenant pas æ 


peut s’écrire 


on l’intègre en la différentiant, ce qui donne 
dy = — z:dqj —qd:z—+F'(q)dg; 


L J 
mais dy — : dz; on a donc 


(+ g?)ds = — :qdq + qW(q)dq 
ou 
| dz … #4.) gF(g) 
dg  1+gqg?  1+g? 
ou enfin 


L 


[ à 
OT  ——— Re F'(y)dg 0) |, 
=: À 


4 désignant une fonction arbitraire. 


Les équations de la surface sont de la forme 
yÿ+gz=F(g), 
0(x) 


Vi+ g? 


SAT 


S1 enfin on suppose Æ et £’ nuls, on aura p — 0, c’est-à- 
dive z — une fonction de y seul, ou fonction de x seul si 
q = 0. Lorsque l’un des systèmes de lignes de courbure se 
confond avec les sections principales correspondantes, on est 
précisément dans le cas où À — 0; les sections principales, 
lignes de courbure, enveloppent une développable D, et les 
normales à la surface touchent une même développable. 
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Réciproquement, si les normales à une surface touchent 
une même développable, les sections normales seront tan- 
gentes à cette développable, et ces sections normales seront 
des lignes de courbure. La surface elle-même peut être engen- 
drée par une courbe tracée sur un plan mobile roulant sans 
glisser sur une surface développable. Dans les surfaces de 
révolution, cette développable se réduit à un cylindre éva- 
nouissant qui est l’axe de la surface. 


XVI. — Surfaces dont les lignes de courbure d’un système 
sont situées dans des plans parallèles. 


On obtient les équations de ces surfaces en écrivant que les 
lignes de courbure ont pour l’une de leurs équations dy = 0, 
ou, si l’on veut, leur équation générale est satisfaite pour 


dy = 0; on trouve ainsi 


. pqr —(1+ p?}s 0 
ou bien 
DURS 
pa 


d’où l’on tire, en intégrant, 
logyi+p?=logq + log x), 
f(y) désignant une fonction arbitraire de y. On a done 
Vi+p?=qf(9) 
ou, en changeant f?(7)en F(Yy), 
(1) ET re ? Les CA C4 1 EN 


Pour intégrer celte équation, on posera les équations cano- 


niques 
dx dy NON Se 


ap MR GET) TN 0 0 EH CMS 


on en déduira l'intégrale p = a, a désignant une constante; 
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(1) donnera alors 
FT [Pere a? 
NEC y). 


et l’on aura 


REAES Ja + at He Ut TUE 2 AG 1 pe 
= flat, Ft) ay | — ax + yi+a? FCO) Ds 


b désignant une nouvelle constante. Il résulte de là que 


(2) s—ar+.Vyi+a%(y)+b 
est une intégrale complète de (1) quand on suppose 
PET d 
(y) — [-2; 
/ VE(Y) 


la solution générale de la question qui nous occupe s’ob- 
tiendra en éliminant «& entre 


TE al 4 
2—= ax +Vi+at(y)+w(a), Ter + ASE D w'(a): 


+ ÿi+ a! | 


c'est, comme l’on voit, l'enveloppe d’une série de cylindres 
ayant leurs génératrices parallèles à la droite 3 — ax, paral- 
lèle au plan des zx. 

On aurait d’ailleurs pu obtenir directement l’équation du 
premier ordre des surfaces en question, en observant que le 


plan d’une ligne de courbure devait rencontrer la surface 


sous un angle constant; donc Rd. est constant avec y, 
Vi+ p?=- g° 
donc 
q hi 
RP) 
Vh Dig 
ou 
. q? 
RME Gi) 
À PUR) 


on üre de là 


ce qui revient à l'équation (1). 
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XVII. — Sur les enveloppes de sphères. 


THéoreme 1. — Toute enveloppe de sphères a pour lignes 
de courbure ses caractéristiques et leurs tra jectoires ortho- 
gonales. 


En effet, toute enveloppe de sphères a pour caractéristique 
un cercle qui est une ligne de courbure de la sphère enve- 
loppée, et, comme cette sphère enveloppée rencontre l’enve- 
loppe sous un angle constant (nul), la caractéristique est 
aussi une ligne de courbure de la surface. Le rayon de la 
sphère enveloppée estévidemment un rayon de courbure prin- 
cipal de l’enveloppe; car le rayon de courbure de la caracté- 
ristique doit être, d'après le théorème de Meusnier, la pro- 
jection du rayon de courbure principal sur le plan de la 
caractéristique; ce rayon de courbure principal est donc bien 
le rayon de la sphère enveloppée. Réciproquement : 


Tnéorëme Il. — Si un système de lignes de courbure 
d’une surface se compose de cercles, cette surface est 
l’enveloppe d’une famille de sphères. 


En effet, soit MNM'( {3 2) une ligne de courbure circulaire 
passant en un point M; soit MH l’autre ligne de courbure pas- 


sant en M; soit Mw la normale à la surface. Si en O on élève 
une perpendiculaire O w au plan du cerele MNM'’, elle rencon- 
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trera la normale en M à la surface en w, qui sera, en vertu du 
théorème de Meusnier, le centre de courbure de la section nor- 
male passant suivant la tangente MT à la ligne de courbure 
MNM' en M. Si de w comme centre avec © M comme rayon, 
on décrit une sphère, elle contiendra le cercle MNM' qui sera 
une ligne de courbure de la sphère ; mais la sphère touchera la 
surface suivant cette ligne de courbure, en M ; comme elle doit 
la couper sous un angle constant, elle devra aussi la toucher 
tout le long du cercle MNM': la surface en question est donc 
une enveloppe de sphères. 


CorozLaire [. — Le lieu des centres des sphères envelop- 
pées est ausst le lieu des centres d’une des courbures prin- 
cipales, qui se réduit alors dans ce cas particulier à une 


ligne. 


CorozLaire Il. — Dans les enveloppes de sphères les nor. 
males rencontrent une ligne fixe. 


XVIII. — Surfaces canaux. 


Parmi les enveloppes de sphères, on distingue les transfor- 
mées par rayons vecteurs réciproques des développables dont 
les propriétés sont des conséquences de celles des dévelop- 
pables et celles dans lesquelles le rayon de la sphère enve- 
loppée est constant : ces dernières sont appelées surfaces 
canaux. 

Dans une surface canal, un rayon de courbure principal 
est constant. Réciproquement : 


TaéorÈme. — Toute surface dans laquelle un rayon de 
courbure est constant est une surface canal. 


En effet, en vertu des formules de O. Rodrigues, on a 
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4, ©, y désignant les cosinus directeurs de la normale, R le 
rayon constant et dx, dy, dz un déplacement effectué le long 
de la section principale correspondante, ou de la ligne de 
courbure correspondante; R étant constant, on pourra inté- 
grer, et l’on aura 


r—=Re ta CR #06, z—=Ry +0, 


a, b, c désignant trois constantes ou, plus exactement, trois 
quantités restant invariables le long de la ligne de courbure 
considérée ; 1l existe donc deux relations entre ces quantités, 
et, par suite, on peut écrire 


xz—Ra=vw(z—R}), Jÿ—R$=V(z—Ry), 


ce qui prouve que le lieu des centres de courbure est une 
ligne dont les équations sont précisément 


aæ w(C), RECRUTER 


Si, du point a, b, c comme centre avec R pour rayon, on 
décrit une sphère, elle aura pour équation 


(X— a} +(Y—Db}R+(Z—c} = R? 
ou bien , 


(X—xz—Ra} +(Y—y—RB)}2+(Z—-3—Ry} = R?; 


elle passe en x, y, 3, et les coefficients directeurs du rayon 
aboutissant en x, y, 3 sont &, 6, y. Cette sphère est donc 
tangente à la surface en x, y, z; or cette sphère passe par 
tous les points x, y, 3 pour lesquels &, b, c sont constants, 
c'est-à-dire qu'elle contient une ligne de courbure et qu’elle 
est tangente à la surface tout le long de cette ligne. La 
surface est donc bien une enveloppe de sphères de rayon 
constant. 

Lorsque deux rayons de courbure restent constants, la 
normale rencontre deux courbes fixes, et les distances de son 
pied aux points où elle rencontre les courbes fixes doivent 
rester constantes, ce qui est impossible si les courbes fixes 
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_ne se réduisent pas à un point et si les rayons de courbure 


Avant d'aller plus loin, nous chercherons à ré la 
question suivante, qui va nous être utile : CPU 


Trouver le lieu des sommets des cônes de révolution pas- 
sant par une conique donnée. 


Donnons-nous la conique dans le plan des xy : Son équation 
sera 
Az AÀ'y?=1; 


la surface du second degré la plus générale passant par celle 
conique aura pour équation 


Ag? + ÀA'y? + A’22+2Byz+2Bxrz +203 —1. 


Si elle est de révolution, il faut que B' ou B — 0 : soit B'— 0; 
alors il faudra encore que B?— (A — A’){ A — A"), si bien 
que l’on peut écrire ainsi l’équation des surfaces de révolution 
passant par la conique 


Gi) Ax?+ A'y?- A"3?+92Byz+o2C"z —1, 
I , à 
| HOT OMTO TEE) 

Ecrivons que le centre est sur la surface, et cherchons le lieu 
de ce centre, 1l faudra poser 


AT —=0, 
A'y + Bz—0, 
By + A"z + C'= 0, 


C3 —1—0: 


la première de ces équations montre que le lieu est plan et 
contenu dans le plan des yz. L’élimination de B, A", C’ 
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entre la seconde équation (1) et les trois dernières donne 


Ay2+(A'— A)(Az?— A\y?+1)=0 
ou | 
AA'y?+ A(A'— A)32+(A'— A) =o. 


Le lieu, comme l’on voit, se compose d’une conique placée 
dans le plan des y3, et aussi d'une seconde conique placée 
dans le plan des +3. Les équations de la conique proposée et 
celles des coniques constituant le lieu peuvent s’écrire 


x? 4 je 
be, 1104 ND 
A2 
me Ace 
2 3? 
(B) à LES 
: a. HERO En 


le foyer de chaque conique est le sommet d’une autre conique, 
et l’on voit que le lieu des sommets des cônes de révolution 
passant par la conique (B) est la conique (A); si l’une est 
une ellipse, l’autre est une hyperbole. Ces deux coniques 
sont dites focales l’une par rapport à l’autre : voici la raison 
de cette dénomination. 

Cherchons le lieu des points dont les distances à un point 
de (A) sont fonctions rationnelles des coordonnées de ce 
point. Il faudra que, en appelant 4, $, y les coordonnées de 
ces points ou foyers, On ait 


(æ—a)}+(y—8} +y=(lx + my +n}, 


l, m, n désignant des nombres à déterminer; on déduit de 
l'identification de cette équation avec (A) 


{i— l)at=(i1— m?)0?= n?— a2— f$2— y?, 


D 


IMMO RER ENT =, B + ma = o. 


En nous bornant aux solutions réelles, nous avons l’équa- 
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tion (B); l'équation (C) serait l’autre solution. On trouve 
aussi 


RTS 
+ myen= | + VE: 


on voit que la somme des distances d’un point de l’hyperbole 
focale à deux points diamétralement opposés de l’ellipse est 
constante; les points de Îa focale sont donc de véritables 
foyers dans l’espace. On voit aussi que la somme des distances 
d’un point de lellipse à deux points fixes de l'hyperbole est 
constante, etc. 

Il est évident que le cône de révolution, qui a pour sommet 
un point de (C) et pour base la conique (A), a son axe dirigé 
suivant la tangente à l’hyperbole ; en effet, cette tangente par- 
tage en deux parties égales l’angle des génératrices du cône 
qui sont dans le plan de l’hyperbole et aboutissent au som- 
met de l’ellipse qui est le foyer de l’hyperbole. 

La cyclide, étudiée avec soin par Ch. Dupin, est une sur- 
face dont toutes les lignes de courbure sont circulaires. 

D’après ce que nous avons vu, les normales rencontreront 
deux courbes fixes C et C’; en effet, la cyclide sera de deux 
manières une enveloppe de sphères, et la normale rencon- 
trera les lieux des centres de ces sphères (p. 42). La normale 
à la cyclide s'appuyant sur une ligne de courbure circulaire 
passe par un point fixe de la courbe C et longe la courbe C’: 
cette courbe C/ est donc sur un cône du second degré, elle 
se trouve même sur une infinité de cônes du second degré 
ayant pour bases les lignes de courbure d’un même système. 
Cette courbe C/ est donc une conique. En effet, par une 
courbe du quatrième degré proprement dite, on ne peut pas 
faire passer une infinité de surfaces de révolution et il en est 
de même de la courbe C. 

La courbe C! est le lieu des sommets des cônes de révolu- 
tion passant par C; donc C et C’sont focales l’une de l’autre. 

Cherchons la trace de la surface sur les plans des courbes C 
et C!. Soient T cette trace, M un de ses points : la normale en 
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M à la surface doit rencontrer C et C/; donc elle rencontre 
l’une des courbes et passe par le sommet de l’autre qui est un 
point fixe. La normale à T passe donc par un point fixe; done 
enfin T se compose de deux cercles ayant leurs centres aux 
points qui sont à la fois le foyer d’une des courbes C et le 
sommet de l’autre. 

Mais n'oublions pas que la cyclide est une enveloppe de 
sphères (p. 42). Les plans des courbes C et C’ doivent ètre 
des plans de symétrie : la sphère enveloppante peut être 
censée avoir son centre en un point w de C qui sera, si l’on 
veut, l’hyperbole; son rayon est la ligne ©M qui va de w en 
un point M de la surface que l’on peut supposer dans le plan 
de l’hyperbole; elle touche donc deux sphères ayant pour 
grands cercles les traces de la surface sur le plan de l’hyper- 
bole. Mais la différence des distances du point & à deux points 
diamétralement opposés de l’ellipse est constante; donc la 
sphère enveloppante touche une infinité de sphères fixes: 
donc : 


La cyclide peut être considérée comme l'enveloppe d’une 
série de sphères touchant trois sphères fixes, 


théorème dû à Dupin et qui peut servir de définition à la 
cyclide. 


Toute cyclide peut étre considérée comme la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques d’un tore. 
(Manwarim). 


En effet, la transformée d'une enveloppe de sphères tou- 
chant des sphères est encore une enveloppe de sphères tou- 
chant des sphères ou des plans. 

Or, parmi les sphères que touche la cyclide, il y en a deux 
qui sont tangentes, car la condition de contact n’impose 
qu’une seule condition. Prenons le point de contact pour 
pôle de la transformation ; ces sphères tangentes deviendront 
deux plans parallèles, et la transformée de la cyclide deviendra 
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l'enveloppe d’une série de sphères touchant une sphère et 
deux plans parallèles, c'est-à-dire un tore. 

Réciproquement, la transformée d’un tore est évidemment 
une cyclide, ce qui prouve d’ailleurs l’existence de la cyclide. 


XX. — Trajectoires orthogonales d'un plan mobile. 


Les trajectoires orthogonales d’une famille de surfaces sont 
des lignes qui rencontrent les surfaces de la famille à angle 
droit. 

Proposons-nous de trouver les trajectoires orthogonales 
d’un plan mobile 


(1) Aat+byY+cz—p=o, 


a, b, c, p désignant des fonctions d’un paramètre £, telles que 
a, b, c soient précisément les cosinus directeurs du plan. En 
appelant dx, dy, dz les composantes de l’élément ds d’une 
trajectoire orthogonale, les équations différentielles de cette 
trajectoire seront (1)et les suivantes, dont deux seulement sont 
distinctes, 


dx 24 SEX b ds 


(2) Er us ù Te = €: 


Ces équations intégrées feront connaître +, y, 3 en fonction 
de £ et de deux constantes arbitraires «, £. 

Considérons les courbes que l’on obtient en donnant une 
valeur déterminée à $ : si l’on élimine x entre les équations 
de ces courbes, on obtiendra l’équation d’une surface S à 
laquelle les plans mobiles seront normaux; plus généralement, 
on obtiendra une surface S à laquelle les plans mobiles seront 
normaux en liant entre eux «et $ d’une manière quelconque 
et en les éliminant des équations des trajectoires. 

Je dis que la surface S ainsi obtenue a pour lignes de cour- 
bure ses intersections avec le plan mobile et les trajectoires 
orthogonales de ce plan. Et en effet les normales à la surface 
le long des intersections avec le plan mobile sont dans ce 

L. — Traité d'Analyse, VII. A 


U 
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plan et forment une développable. De là une infinité de 
moyens de se procurer des surfaces dont les lignes de cour- 
bure d’un système sont planes, et même sphériques, en faisant 
usage d’une transformation par rayons vecteurs réciproques. 

Il y a plus, un raisonnement analogue au précédent prouve 
que les surfaces lieux des trajectoires orthogonales d’une 
famille de sphères ont pour lignes de courbure leurs inter- 
sections avec les sphères mobiles. 

J.-A. Serret, dans les tomes XLI et XLII des Mémoires de 
l’Académie des Sciences et dans les notes du Calcul diffé- 
rentiel et intégral de Lacroix, a étudié les surfaces dont les 
lignes de courbure sont les trajectoires orthogonales de plans 
ou de sphères mobiles. 


XXI. — Étude des lignes asymptotiques. 


Nous avons appelé lignes asymptotiques d’une surface 
celles qui, en chacun de leurs points, sont tangentes aux 
asymptotes de l’indicatrice, et nous avons vu qu’elles avaient 
pour équation différentielle 


(1) r dx? + 25 dx dy + t dy? = 0. 
Quand l’équation de la surface est donnée sous la forme 
JC, ÿ, 3)=0, 
l'équation de l’indicatrice est (p. 3) 
Ju(X— mr +... + fes(Y —y)(Z— 3) EN; 
l'équation de ses asymptotes est 
JuitX — 2} +...+ 2 fa — Y)(LR SNS 


par conséquent, l'équation des asymptotiques s’obtiendra en 
remplaçant X — x, Ÿ — y, Z — : par dx, dy, dz,ce qui 
donnera 

Jude? +...+ 92/23 dy dz +...—=0 
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ou, sous une forme condensée, d'f—0, en considérant 
æ,Y, = comme des variables indépendantes. 
Comme on a identiquement 


3 = pd?x + q d'y + ir dr? + os dx dy +t dy?) 
l'équation (1) peut aussi se mettre sous la forme 
p x + q d'y — diz =o, 


qui exprime que la direction p, qg, —1, de la normale à la 
surface, est perpendiculaire à la direction dx, d'y, d?z 
de la normale principale à la courbe, donc : 

P P ) 


Dans toute asymptotique, le plan osculateur est tan- 
gent à la surface, et réciproquement; les asymptotiques 
peuvent se définir des courbes dont le plan osculateur est 
tangent à la surface. 


Le théorème de Meusnier ne peut pas fournir alors le 
rayon de courbure d’une asymptotique, et, en effet, le rayon 
dé courbure de la section normale tangente à l’asymptotique 
est infini, et, pour obtenir le rayon de courbure de l’asym- 
ptotique, il faudrait le multiplier par le cosinus d’un angle 
droit. 

Si l’on se souvient (p. 4) que les asymptotes de l’indica- 
trice coupent la surface en trois points confondus ou ont 
avec elle un contact du second ordre, on pourra encore 
énoncer le théorème suivant : 


Les tangentes aux lignes asymptotiques ont un contact 
du second ordre avec la surface. 


Il résulte de la définition même des asymptotiques que, si 
on les projette sur un plan normal à la surface passant par 
une de leurs tangentes, elles toucheront en projection leur 
tangente en un point d’inflexion. 

La formule de Lancret 


dY = dd + dr 
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se réduit, pour une ligne asymptotique, à 
AU dr, 


puisque l’angle 0 du plan osculateur et du plan tangent à la 
surface est toujours nul. On peut donc dire que : 


La torsion géodésique d’une ligne asymptotique est 
égale à sa torsion proprement dite. 


Elle est donc donnée par la formule (p. 28) 


ARMES AE © 
TRE RME A 


Une hgne asvymptotique ne saurait être plane à moins d’être 
S ym} l P 
droite : cela résulte de la formule 


dy = dd + dr. 


Si l’on y suppose dr — 0, il reste dd = dû; mais la torsion 
géodésique ne peut être nulle que suivant les sections prin- 
cipales, donc dû n'est pas nul; mais 0 est l’angle du plan 
osculateur avec le plan tangent; cet angle doit donc être 
indéterminé si la courbe est plane, cette courbe doit donc 
être une ligne droite. Autrement, si une asymptotique est 
plane, son plan doit être tangent à la surface; ce plan tangent 
doit donc être tangent suivant une ligne qui alors sera sin- 
gulière, à moins d’être une génératrice reculigne dont le 
plan sera alors indéterminé. On verrait de même que l’hélice 
ne peut pas être, en général, une ligne asymptotique, car, 
dans la formule dd = dû + dr, il faudrait encore supposer 
di—0o, dr —0, et l’on ne peut pas avoir sur une surface 
dh = 0, si ce n’est le long d’une ligne de courbure. 


XXII. — Lignes asymptotiques des surfaces du second ordre. 


Soit 
(1) Ax?+By?+Cz32=1 


l'équation de la surface dont on désire les asymptotiques ; 
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leur équation est 
Ju AZ? + 2 fs dy dz +...—0 
et, dans le cas actuel, 
A dx? + B dy? + Cdz? — 0. 
Remplaçons dz par sa valeur tirée de (1) : nous aurons 


1 (Axdxr+Bydy} 


A dx? + B dy? + = 
dx d) (@ AREA 0, 


c’est-à-dire 


B dy?(1— Az?) + 2AB xy dx dy + À dx?(1—By?)=0 
ou 


(2) By?(1—Az)+2ABzxyy + A(i—By2)=o. 
Différentions : nous aurons 
By'[((—Azx?)y'+Azxy]=o, 
d’où l’on Ure, en supposant BZo, 
ME 0 ou (1— Ax?)y + Axy = 0; 


y'=—= o donne des droites que l’on obtient en supposant y 
constant dans l’équation (2); en éliminant y’ entre l’autre 
équation et (2), on a 


Ax?+ By?—1=0 : 


c’est l'enveloppe des projections des génératrices. 


XXIII. — Des lignes géodésiques. 


On appelle lignes géodésiques d’une surface celles dont 
le plan osculateur est sans cesse normal à la surface ou, ce 
qui revient au même, celles dont la normale principale coïn- 
cide avec la normale à la surface. Nous verrons plus loin que 
l’on peut encore les définir le plus court chemin d’un point 
à un autre sur cette surface (p. 377, t. V). 
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D’après cela, en appelant p, q les dérivées partiellés du z 
de la surface, les équations des lignes géodésiques seront, en 
prenant l’arc pour variable, 


2 


dx dy d?z 
HONTE 1 


ou bien encore, en appelant A, B, C les coefficients du plan 


osculateur, 
Ap+Bg—C=o. 


Nous ne nous arrêterons pas à établir l'identité de ces deux 
formules; quant à la seconde, on a adjoint l’équation de la 
surface. 


S1 l’on suppose la surface donnée par l’équation 
f(æ, 7; 5)=0, 
l'équation des lignes géodésiques sera 
(a) Afi+Bf: + Cfa =0, 


frs f2 +. désignant les dérivées de f. On peut lui donner 
une forme remarquable : si l’on désigne par N le radical 


VAR FE Fa on a 


ou, en différentiant, 
F a()+na(s) +f4a(#) = 


Remplaçons f,, f2, fs par les quantités dx, d?y, d? 3 qui leur 
sont proportionnelles, quand on prend l’arc s pour variable, 
ou mieux par leurs expressions d?x ds — d?s dx, ... rela- 
tives à une variable quelconque ; nous aurons 


DCE Er ar)d(À) #9 


ou bien 


à (dx ds — ds dz)(N df,— f, dN)— 0. 
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c’est-à-dire 
N ds Ÿ dfi dx — N æs Ÿ dfidr 
— aN ds f dx + dN Ms fi dx = 0; 


en faisant alors usage des formules 


D Edo, D Cf de + fi d'æ) = 0, 


la précédente devient 
Nas Ÿ df\ dx — Ÿ df dx(N ds — dN ds)—0; 


cette équation peul s’écrire 


> Mar d?s dN Re 


D Pre ds N 


Telle est la forme donnée par Joachimstahl à lPéquation 
des lignes géodésiques, et démontrée par M. O. Bonnet par 
des considérations purement géométriques. 

Pour une surface du second ordre 


x? A A s 
pr Sn D? ne e —= 1; 
on à 
27 2 dr dx 2 da? 
= — d dx = ————— 7) d dx Æ = 
Ji a? ? Æ a? 1 a? ? 
on a donc 


I . 
> af Br = a Y dfdz, 
el l'équation des lignes géodésiques s'écrit 


dY dfdr _ ds. 4N 


1 
= ——_——— - 5 + 
2 Ÿ'afiar ds N 
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ou 
: log Ÿ dfi dx — log ds + log N nu | ; 


on à ainsi une intégrale première immédiatement. 


XXIV. — Propriétés des lignes géodésiques. 


Nous avons défini lignes géodésiques celles dont le plan 
osculateur est normal à la surface; d’où ce premier théorème : 


Taéorime [. — La normale principale d’une géodésique 
est normale à la surface sur laquelle elle est tracée. 


S1 l’on se reporte alors à la théorie des courbes à double 
courbure et si l’on se rappelle comment une courbe gauche 
se projette sur son plan osculateur, et sur les plans qui lui 
sont perpendiculaires, on pourra énoncer cet autre théorème : 


Taéorime Il. — La projection d’une ligne géodésique 
sur le plan tangent à la surface présente une inflexion au 
point de contact. 


Car le plan tangent passe par la tangente perpendiculai- 
rement à la normale principale. 


Taéorkme IT. — Une ligne géodésique est en général 
un minimum parmi celles qui passent par les deux mêmes 
points. 


En effet, prenons d’abord deux points M et M assez 
rapprochés l’un de l’autre. Soient c la corde MM, s un arc de 
courbe quelconque tracé sur la surface de M en M’, R son 
rayon de courbure en M; soient s'l’are de géodésique passant 
en Met en M’, R’ son rayon de courbure en M. On a 


C3 


S=C+—— +... 
24 R? : 


! ce 
HA ET NE NAT Et 
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d’où 


Si les points M et M’sont assez rapprochés, le premier terme 
du second membre donne son signe à ce membre, et par suite 
à s—5s/; si doncon as 5, on devra avoir . Pt R: ainsi : 

De toutes les courbes allant de M en M, la plus courte 
aura en M la plus faible courbure, cette propriété ayant lieu 
quelque petite que soit la corde c; mais, si une ligne est la 
plus courte entre deux points À et B, elle doit être la plus 
courte entre deux quelconques de ses points M et M’, suffi- 
samment rapprochés, c’est-à-dire qu’elle doit avoir la plus 
faible courbure en M, parmi toutes les courbes allant de M 
en M’. Cette propriété ayant lieu quelque petit que soit MM, 
on voit que la ligne minima est de toutes les lignes possédant 
même tangente celle qui a la courbure la plus faible; donc, en 
vertu du théorème de Meusnier, elle a son plan osculateur 
normal à la surface. 

Cette démonstration prouve que, si une ligne est minima, 
elle est géodésique; mais elle n’établit que partiellement la 
réciproque, c’est-à-dire qu’une ligne géodésique n’est minima 
que pour des points de son parcours suffisamment rapprochés. 


Taéorëme IV. — £'tant donnée une courbe quelconque 


Fig. 3. 


MS (ig. 3) tracée sur une surface, on mène les lignes géo- 
désiques MN, M'N’, ..., normales à MS, et l’on prend 


MNMINE= 
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Le lieu des points N, N', ... sera normal aux lignes MN, 


M'N’. 


Soient 7 l'arc de géodésique MN, s l’arc de la courbe NN, 
V l’angle de NN'avec NM :ona 


cos V — PAT Er + = —e 
or 0$ OS 0r 0$ 
Supposons que l’on fasse varier les longueurs, telles que MN : 


on aura 
0 cos V Ôx 02% ox dx 
— = + 
or or or 05 os 07? 


or on a 


0x 0x dy 0? ne 0z 0?z 190 dx? + dy? + 03? 


I 
O7 ar rio RIT 0 RE dr2 ae 


2.1 
OS 
on a donc simplement 


4 2 2y z 0?z 
9cosV __ 0x dx dy dy dz oz 


dr ds dr? |‘ ds dr?  ôs or? 
d2x dd 4 
En remplaçant EL 2 leurs valeurs déduites des équa- 
Lions 
D LE 023 I 
FROA are RE A À | k 


RYi+p?+ gq? 
qui expriment que la normale principale à la ligne géodésique 


est la normale à la surface (p, q désignant, comme à l’ordi- 


: 0Z 03 
naire, le = €L le 2. de la surface, R est le rayon de courbure 


de la ligne géodésique), on a 


DICO NE (Fe MR dy ÿ “) 1 
0r Pos TU KV TRE 
La direction p, q, — 1 est normale à la direction 0x RIRES 
PT ds” os ds? 
donc 
0 cos V ne 
DUR QUE 


ainsi l’angle V ne dépend pas de r, on peut donc prendre 
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r—=0; alors cos V — 0, donc cos V est toujours nul et, par 
suite, le théorème est démontré. 


Remarque. — Si par un point fixe O on imagine une série 
de géodésiques de même longueur OM,'on obtiendra une 
courbe que l’on appelle cercle géodésique, et dont le point O 
est le centre, OM le rayon géodésique. Les rayons géodé- 
siques coupent le cercle sous un angle droit. Ce théorème 


peut se déduire du précédent : on peut aussi démontrer que 


9 cos V 
or 
géodésique OM. 


est nul ou que V ne dépend pas de l’orientation de la 


Tuéorsme V. — Si deux géodésiques se coupent sous 
un angle infiniment petit dw, et si l’on porte sur chacune 
d'elles, à partir de leur point O d’intersection, des lon- 
gueurs égales OM, OM'— dl infiniment petites, on aura 


MM'=— di du. 


En effet, projetons la figure OMM' sur le plan tangent à 
la surface en O; soient m et m/les projections de M et M, 
Om et Om! ont en O un point d'inflexion. 

La différence entre mm’ et MM’ est du second ordre par 
rapport à chacune de ces deux lignes, on peut donc prendre 
MM'= mm; l'angle dw se projette en vraie grandeur, car les 
tangentes à OM et à OM' sont dans le plan tangent. Ces tan- 
gentes sont aussi tangentes à Om et Om/; mais, comme il y a 
inflexion en O, les distances de M et m/ à leurs tangentes sont 
du troisième ordre, comme mm est du second ordre : on peut 
remplacer les points m et m/' par leurs projections sur les 
tangentes en question, et l’on a alors 


mm = MM'=— dv dl. 


DUONCRIR Er 
Taéorgme VI. — La torsion géodésique d'une ligne 


géodésique est égale à sa torsion proprement dite, ce qui 
Justifie la dénomination de torsion géodésique. 
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Cela résulte de la formule 
db — dô + dr, 
Car i— _ di —oet, par suite, la torsion géodésique est 


dd , « dr . . 
bien égale à Te’ torsion proprement dite de la courbe. 


Taéorime VIT: — Les torsions des courbes géodésiques 
qui passent par un même point d’une surface varient donc 
comme les carrés des rayons vecteurs d’une double lemnis- 
cate de Bernoulli. 


Taéorème VIIL. — Les courbures des lignes géodésiques 
qui passent par un méme point d’une surface varient 
comme les courbures des sections normales qui leur sont 
tangentes el, par suite, comme les carrés des rayons vec- 
teurs de l’indicatrice. 


Puisque, d’après le théorème Il, ce sont des lignes de plus 
petite courbure parmi celles qui sont tangentes à une même 
droite en un point donné. 


Remarque. — La courbure d’une ligne géodésique tan- 
gente à une asymptote de l’indicatrice est donc nulle, et, si 
l’indicatrice est une hyperbole équilatère, les géodésiques 
tangentes à ses asymptotes auront à la fois une courbure et 
une torsion nulles, 

Les lignes géodésiques donnent lieu à une géométrie sur 
les surfaces, qui a une grande analogie avec la théorie de la 
ligne droite en Géométrie plane; nous avons déjà développé 
quelques-unes de ces analogies : nous nous bornerons à énon- 
cer les propositions suivantes en laissant au lecteur le soin 
de les démontrer. 

Si l’on appelle ellipse géodésique d’une surface le lieu 
des points tels que la somme des lignes géodésiques menées 
de ces points à deux points fixes appelés foyers soit constante, 
la tangente à l’ellipse géodésique en un point de cette courbe 
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partagera en deux parties égales l’angle des géodésiques allant 
du point de contact aux foyers. 

Plus généralement, le théorème üe Pr sur les tan- 
gentes aux courbes planes s'applique encore aux courbes 
 tracées sur les surfaces; mais il faut substituer aux droites 
qui entrent dans l’énoncé ordinaire de ce théorème des géo- 
désiques. 


XXV. — Lignes de niveau et de pente. 


Les lignes de niveau d’une surface sont les sections paral- 
lèles au see des xy supposé horizontal. Les l‘gnes de pente 
sont les trajectoires orthogonales de celles-ci. 

Par exemple, dans l’ellipsoïde 


19 


S 

Le 12 

Sn 

I 2x9 
+ 

G | ù 
1 


ei Ly 


h désignant une constante, et leur équation différentielle est 


æ ax y dy 
RD: 


—+— 
a? b? 


leurs trajectoires orthogonales ont pour équation 


ou 
b?x dy — a?y dx = 0; 


en divisant par +), elle s'intègre immédiatement et donne 
b?logy — a?logzx = const. = log, 


et l’on en déduit 
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2 


ru et en modifiant le sens de #, 


et, en posant 


ce sont des paraboles si g est commensurable. Quand a = b, 
l’ellipsoïde est de révolution et l’on a des droites, ce qui était 
évident & priort. 

Cherchons encore les lignes de pente du paraboloïde hyper- 


bolique 


LA ne 
SI 0 ou 


l'équation des courbes de niveau est y = max : ce sont des 
droites issues d'un point fixe, leurs trajectoires sont des 
cercles en projection. Dans l’espace, ce sont des courbes du 
quatrième ordre. Les lignes de pente de tout conoïde droit 
se projetteront pour la même raison suivant des cercles. 
Les lignes de niveau et de pente des surfaces de révo- 
lution à axe vertical sont évidemment les parallèles et les 


méridiens. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Trouver les lignes asymptotiques et les lignes de courbure de 
l’hélicoïde gauche à plan directeur (c'est un conoïde engendré par 
une droite qui s'appuie sur l’axe d’une hélice et sur cette hélice en 
restant perpendiculaire à l'axe). 


2. Trouver les lignes asymptotiques d’un tore engendré par un 
cercle tournant autour d’une de ses tangentes. 
(Concours de licence, nov. 1882.) 


3. Trouver les asymptotiques de la surface 
Do VS ES LYS — A, 
et montrer que cette surface est de révolution. 


4. Sur une surface quelconque, les lignes de courbure n’ont pas 
d’enveloppe. (MouTARD.) 
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5. Trouver les lignes de courbure du paraboloïde 3 — xy. 


6. Trouver les lignes asymptotiques du conoïde 3 = ® (7) ; mon- 
æ 


trer que ces lignes peuvent toujours se trouver par des quadratures. 


7. Trouver les lignes de courbure et les asymptotiques de la 
surface 
VD = 


8. Si une ligne asymptotique est géodésique, elle est droite. 


9. Si toutes les lignes asymptotiques d’un même système sur une 
surface sont planes, cette surface est réglée et les asymptotiques en 
question sont les génératrices. 


10. Si les tangentes d’une courbe rencontrent une sphère sous un 
angle constant, cette courbe est une géodésique de cône ayant son 
sommet au centre de la sphère. (PAuL SERRET, 7'héorte géométrique 
et mécanique des courbes à double courbure.) 


11. Siles normales principales d’une courbe font un angle constant 
avec une droite fixe, cette courbe est une géodésique d’hélicoïde 
développable. (Zd.) 


12. Si les normales principales d’une courbe rencontrent une 
droite fixe D, cette courbe est une géodésique d’une surface de 
révolution autour de D. (/Zd.) 


13. Si les tangentes à une courbe rencontrent une droite fixe, 
cette courbe est plane; on peut déduire de [à un moyen pour expri- 
mer qu'une courbe est plane. 


14. Toute surface développable est la surface rectifiante de ses 
géodésiques. 


15. Si l’on fait rouler un plan sur une surface développable S, une 
courbe GC, tracée sur le plan, engendrera une surface S’; la courbe C 
sera à la fois dans toutes ses positions ligne géodésique et ligne de 
courbure de S'. Si la courbe G se réduit à une droite, la surface S' 
sera développable. (MoNGE.) 


16. Toute développable ayant ses lignes de courbure planes est un 
hélicoïde. 


17. Toute développable circonscrite à une surface le long d’une 
ligne de courbure plane est un hélicoïde. 
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18. Toute développable ayant pour lignes de courbure ses géné- 
ratrices et des cercles est un cône de révolution. 


19. Lignes asymptotiques de la surface z = f(æ)— f( y). 
20. Lignes de courbure de la surface 
éT2 = Sin tv sin y. 


21. Les lignes asymptotiques de la surface tétraédrale 


PO TIL ni g\m 
où CMOS 


sont données par (1) et 


AORLOETOE 


a+—B8+y—=o; 


Û 


a, 6, y sont d’ailleurs arbitraires. 
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CHAPITRE IL 


GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 


I. — Coordonnées sphériques. 


On peut représenter un point M sur la sphère, en le rappor- 
tant comme il suit à un triangle trirectangle x, y, 3. Soit O 


le centre ( fig. 4) : par æ et y nous ferons passer des arcs de 
grand cercle xQ, y P rencontrant le point M. Nous poserons 


PAAUCZP, 7 n —tangz0; 


en appelant #, y, 3 les coordonnées de M par rapport aux axes 


Ox, Oy,0z,ona 


| 


(1) 
En effet, par exemple, on a 


3 = OM cos MP coszP, 
æ = OM cosMP sinzP ; 
L. — Traité d'Analyse, VII. 5 
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7 \ 
d’où 
rm sin 3 P 
Z 


Les formules (1) serviront au calcul des coordonnées sphé- 
riques & etn d’un point dont on connaîtra les coordonnées 
ordinaires. 

On peut d’ailleurs, à un autre point de vue, considérer les 
coordonnées x, y, 3 comme des coordonnées sphériques 


homogènes. 

Equation d’un grand cerçle. — Ün grand cercle est la 
trace sur la sphère d’un plan qui passe par le centre : son équa- 
tion est 
(9) Ax+By+Cz=o; 


en divisant par z et en faisant usage des formules (1), on aura, 
pour tous les points du plan (2) situés sur la sphère, 


(1) At+Br+C—=o; 

c’est l'équation d’un grand cercle, son équation rendue homo- 
gène est (1). Réciproquement, toute équation du premier 
degré en 6 et, ou homogène en x, y, 3, représente un grand 
cercle; lorsque cette équation est de la forme 


æ COSA + Y COSB + 3 COSY = 0, 


cosæ, cosf, cosy sont les coordonnées homogènes du pôle 
de ce cercle; car ce sont les cosinus directeurs de la normale 
au plan du grand cercle, et par suite les coordonnées du point 
situé à la distance un de l’origine et situé sur la normale au 


plan du grand cercle. 


Equation d’un petit cercle. — L'équation d'un petit 
cercle s’obtuiendra en faisant, dans l'équation d’un plan 


Ax+By+Cz+D=o, 
CE VE ot 


(AË+Bn+C)z+ D =o; 
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d’ailleurs, en supposant le rayon de la sphère égal à 1, on a 
D+y?+3?=1 ou (+ n2+i1)=i1 


et par suite 


1 
Mi ans 


on a donc, pour l'équation du petit cercle, 
AE+Br+C—=DVi+E nr 
ou, sous une forme homogène, 
(Ax+By+Cz} = D’(22+ y2+ 2); 


c’est l’équation du cône droit à base circulaire, le pôle du 
cercle a pour coordonnées homogènes À, B, C. 


Distance de deux points. — La distance sphérique à de 
deux points (E,") et (E', n!) ou (x, y, z) et (x', y', z') est 
évidemment donnée par la formule 


EEE nn +1 


VERRE EN) 


COS = xx + yy'+ 23 — 


qui n’est autre que l'équation d’un petit cercle. 


Angle de deux arcs de grand cercle. — Il est égal à la 
distance de leurs pôles. 


II. — Théorie des tangentes. 


L’arc de cercle tangent à une courbe représentée par une 
relation entre & et n est facile à trouver, il suffit d'exprimer 
qu'il passe en £,neten £ + dé, n + dn; on a alors, en appe- 
lant €, H les coordonnées courantes, 


di 


H=n=(s 0. 


Si l’on désigne par 


Ces n)=0, 
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ou mieux par 
J(æ, Ÿ'; 3) — 0 


l'équation de la courbe rendue homogène, l’'équauon de Parc 


de grand cercle tangent sera 


OS + AU 
'e à 
0x À; pa s 
A ; 0 0 Ô 
le pôle de ce cercle a pour coordonnées 2 de ” ou, sil’on 
vent, dn dE de Men 


III. — De la courbe polaire. 


On appelle courbe polaire d’une courbe donnée le lieu 
des pôles des ares de grand cercle tangents à la courbe donnée; 


son équation s'obtient en éliminant x, y, z entre 


(1) JL ER 
Ve ) 
RL Va 7 QU 
0x 0Y oz 


el, comme on a 


on pourra remplacer (1) par 
Xxæ+Yy+Zz=o. 


Il existe une sorte de réciprocité entre la courbe et sa 
courbe polaire : ainsi, quand la courbe (} est polaire de CO, 
C est aussi la courbe polaire de C!. 

Soient, en effet, À, B deux points voisins de la courbe C : 
pour obtenir le pôle de l'arc de grand cercle passant par A 
et B, on décrira de À et B comme pôles deux arcs de grand 
cercle, leur intersection [est le pôle de AB: or ils sont tan- 
gents au lieu du point 1; donc À est le pôle de l’arc de grand 
cercle tangent en I. COR 


Autrement, pour passer du point A(x, y, :) de la courbe 
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proposée au point A’(x', y’, z') de la polaire, on décrit un 
arc de grand cercle normal à la courbe et sur cet arc on 
compte un quadrant; on a donc 


(a) TL +YY +33 = 0. 
L’équation du cercle normal en A est 
(X—x)dr +(Y — y)dy +(Z—32)dz = 0, 


el, comme æ°? + y? +3 —0o,onazxdx+ydy+zdz—0; 
l'équation du cercle normal est donc 


X dx + Y dy + Zdz = 0. 
Sur ce cercle se trouve le point (x, 3", z'), done 

z'dx + y'dy + z'dz = 0; 
mais, en différentiant (a), on a 

DATI L IOSs = 0, 
c'est-à-dire, en vertu de l'équation précédente, 

zx dr'+ y dy'+ z dz'= 0, 
qui exprime que le cercle normal en x'y/z' contient le point 
(rs 2): 

IV. — Courbure et développées. 

L’enveloppe d’une courbe sphérique contenant dans son 
équation un paramètre variable est le lieu des intersections 
successives de cette courbe : la théorie des enveloppes sur la 
sphère se fait comme sur le plan; nous n'avons donc rien à 
aJouter à ce qui a été dit plus haut. Observons seulement que 
la courbe polaire d’une courbe est l'enveloppe des grands 
cercles ayant les points de la courbe proposée pour pôles. 

S1, par les extrémités d’un arc ds de courbe sphérique, on 


mène des arcs de grands cercles tangents à cet arc, leur angle 
cest ce que l’on appelle l'angle de contingence géodésique. 


Fi CHAPITRE II. 


La limite du rapport — = est ce que on appelle la cour ire 


géodésique. 
Le grand cercle tangent en x, y, 3 a pour équation 


AX+BY+CZ— Oo, 


et, comme il passe par les points (x, y, z) et x + dx, y + dy, 
3+dz,ona 


dx dy — y dz) = 0; 
le grand cercle tangent infiniment voisin a pour équation 
dX( dy — y dz + 3 d'y — y d?z) = 0; 


on a donc 


DETTE By +Cz} 


SINn?€ — , 


BEZ > asp] 


en appelant À, B, C les coefficients d?3 dy — dy dz, 


du plan osculateur. On peut encore écrire, en observant que 


DA NVE RE 
Ax+By+Cz 
dx? + dy? + dz?° 


s 
[2 


el en appelant () l’angle que fait la binormale avec le rayon 
du point (x, y, =) et o le rayon de courbure de la courbe, 


ne cos Ô ds. 
P 
d’où 
UT cosû. 
CAN Sp 
donc : 


La courbure géodésique est la projection de la cour bur e 
ordinaire sur le plan tangent. 
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V. — De l'indicatrice sphérique. 


Si par le centre d’une sphère (que nous supposerons de 
rayon un pour plus de simplicité) on mène tous les rayons 
parallèles aux tangentes d’une courbe donnée, on forme une 
surface conique dont la trace sur la sphère porte le nom 
d’éendicatrice sphérique de la courbe proposée. Cette indica- 
trice a elle-même une indicatrice que nous appellerons la 
seconde indicatrice de la courbe proposée. 


Taéorème IL. — Sr par le centre de la sphère on mène des 
plans parallèles aux plans osculateurs d’une courbe, les 
arcs de grands cercles qu'ils déterminent sur la sphère 
enveloppent l’indicatrice de cette courbe. 


En effet, le plan osculateur étant parallèle à deux tangentes 
infiniment voisines, le plan parallèle au plan osculateur mené 
par le centre de la sphère contiendra deux génératrices du 
cône qui a pour base l’indicatrice; 1l sera donc tangent à ce 
cône; les traces de ce plan et du cône sur la sphère seront 


donc tangentes. CHOUTIIn: 
Taéorème I. — Sr par le centre de la sphère on mène 


trois axes parallèles aux trois directions principales d’une 
courbe, le premier (parallèle à la tangente) décrira l’in- 
dicatrice, le second (parallèle à la normale principale) 
décrira la seconde indicatrice, le troisième (parallèle à 
la binormale) décrira la polaire de l’indicatrice. 


En effet, la parallèle à la normale principale est située dans 
un plan parallèle au plan osculateur; sa trace est donc située 


sur l'arc du grand cercle tangent à la courbe indicatrice et 


\ ® 2 , \ T . 
à une distance du point de contact égale à “> le point corres- 


pondant de la seconde indicatrice est précisément situé de 
la même façon, etc. 
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JVI. — Théorèmes de M. O0. Bonnet et Jacobi. 


Considérons un polygone sphérique : prolongeons cha- 
cun de ses côtés ab, be, cd, da( fig. à), puis des points à, b, 
c, d comme centres décrivons des arcs AA’, BB', CC’, DD’ 


avec un rayon sphérique d’un quadrant. La figure 
AA'BB'CC'DD' partagera la sphère en deux parties 


égales. 


En effet, la figure en question est égale à l’aire du poly- 
gone P plus la somme des aires des triangles a AA', bBB, ..., 
respectivement mesurés par les angles extérieurs Aa, 
BOB, ...,que nous appellerons a’, b', ...; en appelant donc X 
l'aire en question, on aura 


(1) L'APEDE, 


mais l’aire du polygone P, dont nous supposerons le nombre 
des côtés égal à nr, a pour mesure 


(2) P= YU a—(n—0)r, 


a désignant la somme des angles intérieurs du polygone. 
Ora=7r— 4", done Èa— nr —2%a/; la formule (2) devient 


PET D 


alors 
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el (1) devient 
NAT: 

ainsi la surface en question est bien égale à la demi-sphère. 
(Il est inutile de faire observer que, si le polygone P n’était 
pas convexe, les triangles, tels que & AA’, devraient être affectés 
de signes convenables.) 

Cette proposition, due à M. Bonnet, a pour corollaire le 
théorème suivant dû à Jacobi : 


Taéorime. — La seconde indicatrice sphérique d’une 
courbe fermée partage la sphère en deux parties égales, 
et, en général, l’indicatrice d’une courbe sphérique fer- 
mée quelconque jouit de cette propriété. (Les courbes en 
question sont supposées sans points anguleux; sielles avaient 
de tels points, on corrigerait facilement l’énoncé.) 


Pour le prouver, 1l suffit de supposer que le polygone de 
M. Bonnet seréduise à une courbe; le contour À A'BB'CC'DD' 
se réduit alors à son indicatrice. 


VII. — Théorie des images de Gauss. 


Gauss a donné le nom d'image sphérique d'une portion 
de la surface terminée à une courbe fermée C, à la portion 
de sphère inscrite dans ce qu'il appelle l’image de la 
courbe C. 

L'image de la courbe C est la courbe que l’on obtient 
quand on cherche sur une sphère de rayon un Île lieu des 
traces des rayons parallèles aux normales à la surface menées 
tout le long de la courbe C; d’après cela, on voit que : 


Taéorëme. — L'image sphérique d’une ligne asympto- 
tique est la courbe polaire de son indicatrice sphérique. 
Cela résulte de ce que le plan osculateur de l’asymptotique 


étant le plan tangent à la surface, sa binormale est précisé- 
ment la normale de la surface. 
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Nous allons maintenant démontrer un théorème de Gauss 
qui est d’une importance très grande dans la théorie des sur- 
faces et dont ce géomètre a fait usage pour définir la cour- 
bure (voir Disquisttiones circa superficies curvas). 


THéorëme DE Gauss. — Autour d’un point M d’une sur- 
face, décrivons une aire fermée dQ : soient dQ/ son image 
sphérique, R et À les rayons de courbure principaux 
en M; on aura 


Pour démontrer ce curieux théorème, nous prendrons, 
pour élément d’aire Q, le triangle ayant pour sommets le 
point M, dont les coordonnées seront x, y, 3, et deux points 
voisins ayant pour coordonnées æ + dx, y + dy, z + ds, et 
x +Ô0x, y +Ôy, 3 + 03; nous désignerons par X, Y, Z les 
coordonnées de l’image du point M, et l’image du triangle Q° 
sera un triangle ayant pour sommets trois points dont les 
coordonnées seront X, Y, Z; X + dX, Y + d\, LP A7, 
et X OX. ON 2 OR 

La projection de l'aire Q sur le plan des æy est 


dy dx — dx èy; 
la projection de l’aire Q' est dY 0X — 4X ÔY, et, comme les 
ares Q et Q' sont parallèles, leurs rapports seront égaux à 


ceux de leurs projections; on a donc 


O0"  dYoX—dXOÔY 


= 7) 
da dy dx — dx Ôy 


c’est-à-dire, en vertu du théorème de M. Bertrand sur les 
déterminants fonctionnels, 


da! _ d(X, Y). 
de  d(x, y)’ 


EX | 
Qt 
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È 
or, en posant p — SA Par dy” on à 
ASE _ Lai} 200 TS Vie re EAN 
Vpiægii VPigiei 
donc 
(1) da _O(X, Y) __0(X, Y) d(p, q), 
do | d(æ,y). d(p,q) dx, y) 
mais 
GP 1+ g? oX pu 
0 RU. 3? FPE Fals ES | 
F Gp+g+1) 1 (pr+gr+i) 
donc 
Re tgiQ pi} pig? Pate. 
9(P; 4) Vi he ai à CPP ae 


or On a aussi, en appelant 7! 5, t, les dérivées secondes de 3, 


) 
HAT MEME 
0(T, Y) 
On a donc, au lieu de (1), 
da’ rt — 5? SES 


MD Epic aa RR': 
ce qui démontre le théorème énoncé. On en conclut 


Fles? 
(is p?+.g?) 


…. 


si l’on veut l’aire d’une portion finie d'image, 1l faudra rem- 


placer dQ par dx dy V1 + p? + q? et intégrer pour tous les 
points de la portion de surface considérée ; on aura ainsi 


NE TE Ph Pic = AY; 
HR ai 
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en observant que 

à — 9CPr 9), 

TES NET 
O(X, ÿ) 


on peul aussi écrire 


Q' — [| ne EI 3 d 
FI (1+ p?+ g?}? 


La quantité Q' dont nous venons de donner plusieurs 


expressions, et qui représente l'aire de image d’une portion 
de surface, est ce que Gauss appelle la courbure totale de 
cette portion de surface. 

Il est bon d'observer que, l’aire de la surface elle-même 


f fa, 


on peut la mettre sous la forme 


ff rr'a 
[fre sin 0 db, 


6 désignant la colatitude et d la longitude de l’image de l’élé- 
ment dQ. 


étant 


ou encore 


VIII. — Sur les images des lignes de courbure. 


Soient æ, y, z les coordonnées d’un point M appartenant 
à une ligne de courbure d'une surface S; soient E£, n, Ces 
cosinus des angles que la normale à la surface S fait avec les 
‘axes; 6, n, € seront aussiles coordonnées de l’image du point 
M sur la sphère de rayon un décrite de l’origine comme 
centre. 

Soient R et R’ les rayons de courbure principaux en M : 
on a par le théorème de Rodrigues 
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or, en appelant ds et ds les arcs correspondants de la ligne 
de courbure considérée et de son image, on tire des for- 
mules (1) 


ds 
(2) 4 == do? 


des formules (1) on tire encore 


dr — Rdf, ot han, ds =tRot, 
d’où 
dx = RdE + dt dR, 
d'y = Rd'n-- dr dk, 
ds = RG +ddR 


et, par suite, 


(5) dy d? 3 — dzd?y = R?(dn d?€ — dt dr); 
donc : 
Luéorëme — Les lignes de courbure et leurs images 


ontaux points correspondants: 1° des tangentes parallèles; 
2° des binormales parallèles; 3° des normales principales 
parallèles. 


Par suite, elles ont les mêmes indicatrices sphériques, et 
suivant deux arcs correspondants les plans normaux à la 
surface et à la sphère sont parallèles. 

Deux arcs correspondants ds et ds sur la surface et sur 
la sphère sont liés entre eux par la relation 


ds = —; 


ds 
R 
R désignant le rayon de courbure de la courbe tracée sur 
la surface. 

Les images des lignes de courbure forment comme ces 
courbes un réseau orthogonal. 
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Les équations (3) élevées au carré et ajoutées donnent, en 
] he 
appelant o le rayon de courbure de l’image, 
Ass pe dat 


RS pe p? 


ou, en vertu de (2), p—1; ainsi le rayon de courbure de 
l’image est égal au rayon de la sphère. 

En général, toutes les surfaces parallèles ont des images de 
lignes de courbure coïncidentes; mais il est clair qu'il exis- 
tera une infinité d’autres surfaces dont les lignes de courbure 
auront encore les mêmes images. 


IX. — Lignes d'une surface dont les images sont les génératrices 
de la sphère. 
Soient 
(1) JL T3 2)=0 
no À > ? VE: peine , Of 
les équations d’une surface; fi, fs, f:, -.. les dérivées pt 
TL 


0 0 À : 
D 2. .... Cherchons la ligne de cette surface dont l’image 
est donnée par l'équation de deux génératrices de la sphère 


représentées par les équations 


4 A ! ME 
| LEA 


(2) 
ltTi+mMmyYi+nz =I, 

l, m, n étant liés par la relation + m?+n?—1; alors 

Zi, Vi, 31 désigneront les coordonnées courantes. IL faut 


exprimer que la droite 


Ne DANCE 


parallèle à la normale en x, y, 3 à la surface (1) menée par 
l’origine, rencontre laligne(2); en d’autres termes, pour avoir 
la ligne cherchée, 1l faut éliminer x,, y,, 3, entre (2) et (3), 
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ce qui donne, en observant qu’à la suite des rapports (3) on 


eut écrire D niEns ou même — À 
P sr lfi+mfi+nfs SE RON RRE TT 
(4) Ji +Si+ Si =(lfi+ mi: + nfs};: 


cette équation est l’équation d’une surface, imaginaire bien 
entendu, qui par son intersection avec (1) fera connaître la 
ligne cherchée. 
Cette surface (4) est une développable circonscrite à la 
surface (1); (1)et (4) représentent la courbe de contact. 
L’équation (4) peut s’écrire 


(mfs;— nf2) + (rfi — Lfs)? + (Lf: — mfi}? Ps 


et, comme les carrés qui figurent dans cette équation ne sont 
pas distincts, elle se décompose en deux autres du premier 
degré en fi, f>, fa; notre développable se compose donc de 
deux cylindres circonscrits à (1). Ces cylindres contiennent 
la ligne réelle 


RRUE PERTE 


l TA PTURE 
HR HEupDose — 0, m—0o,n—1, (4) se réduit à 


(fit fe Vÿ—:1) (fi — fa ÿ—:1) —=.0y 


et l’on voit ainsi que les génératrices des cylindres en ques- 
uon sont les droites isotropes situées dans les plans paral- 
lèles au plan tangent qui contient les génératrices considé- 
rées de la sphère; donc : 


Sr l’on circonscrit des cylindres isotropes (c’est-à-dire 
à génératrices isotropes) à une surface, les courbes de 
contact auront pour images les génératrices de la sphère. 


Rapportons maintenant la surface à son plan tangent et à 
sa normale : son équalion sera 


Z = L(rox? + ONE ee 


en prenant l'axe des x et l’axe des y dans les sections prin- 
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cipales, les courbes qui ont pour images les génératrices de 
la sphère ont, en vertu du théorème de Dupin, leurs tangentes 
conjuguées des directions V—1et——:1; ces directions 


NAS A : LORES ES 
sont donc = ÿ— 1 et—-? W— 1, elles sont donc également 
lo lo 


inclinées sur les lignes de courbure; donc : 


Sr l’on connaît sur une surface les lignes dont les 
images sont les génératrices de la sphère, on obtiendra 
les lignes de courbure de cette surface en cherchant les 

AS 4 x . ar le ? 
lignes qui partagent en parties égales l’angle des pre- 
mièr'es. 


Lorsque sur une surface les rayons de courbure sont 
égaux 7 —{ et 76 — (9, les courbes que nous considérons 


ont pour langentes les droites isotropes, et la même chose a 
lieu si 5 — — {,; mais alors ces courbes sont conjuguées et. 


k 1 : 
on vVoIt que : 


Sur les surfaces dont les rayons de courbure sont en 
chaque point égaux et de signes contraires, les courbes 
dont les images sont les génératrices de la sphère sont des. 
courbes conjuguées. 


X. — Digression sur une propriété des cercles orthogonaux. 


Cherchons la condition pour que deux familles de cercles 
sur la sphère se coupent orthogonalement; nous allons 
bientôt avoir à nous servir du résultat auquel nous allons 
arriver. Soient 


(ar Hp Cs RE (+ y? 2) 0 
(a'x+b'y+cz} —(x?+y2+ 23) —o 


les équations des deux familles de cercles; nous poserons 
pour abréger 


x?+ y2+ 32 — R?, ax+by+cz=P, a'x+b'y+cs —P', 
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en sorte que ces deux équations pourront s’écrire 
(1) P2— R2=—o, P'2— R2—0; 


les demi-dérivées de leurs premiers membres par rapport à æ 
sont 
Pa— x, Po 


La condition d’orthogonalité des deux cercles est 
(Pa—zx)(P'a—x)+(Pb—7y)(P'b'—y)+(Pce—z)(P'e — 3)=0o 
ou 

(2) PP'(aa'+ bb'+ cc) — P2— P2+R2—o. 


La condition cherchée s’obtiendra en éliminant x, y, 3 
entre (1) et (2), ce qui donne (en éliminant, ce qui revient 


au même P, P',R) 
aa + bb + cc = 1. 


Cette relauon doit avoir lieu, quelle que soit la valeur des 
paramètres des familles de cercles. En particulier, cette for- 
mule doit avoir lieu pour deux systèmes de valeurs attribuées 
à a’, b!, c'; les paramètres a, b, c sont donc liés par deux 
équations linéaires, et, par suite, les plans 


axz+by+cz=0p 


des cercles de la première famille, 9 désignant le rayon de 
la sphère, passent par une droite fixe; l’autre système de 
cercles doit avoir également ses plans concourants suivant 
une droite fixe. Les équations des plans de nos cercles doi- 
vent donc être de la forme 


(a+ )x +(d + bi )jy +(c+)c )z =, 
(a+ Na! }e + (8 ND! )y +(o'-+ Ne )a = p, 


et de plus, on doit avoir, quels que soient À et W/, 


(a+Aa)(a +l'a,)+...=1 
L. — Traité d'Analyse, VII. 6 
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ou 
aa + bb + cc =", 


aa, +—bb, +cc, —=0, 
a'&i + b'bi + c'e; = 0, 


dan + 010 + c1ci = 0. 


Ces formules expriment que le produit 


! 4 (4 


[TP 4 ET EPP RENTINRE 
| LAN CEE | L-NC64Re 
| a bi «| | ai bi c 


est nul, quels que soient p, g, r, p', q', r’, et, en particuher, 
quand on prend 
DU dieu J= Ca; cit = 40 SONO 


p'= bc; — cb, q = Cäi — AC, r'= ab; — bai; 
or le produit est alors 
[Che — c'bi)(bci— chi) +...f?; 


il s’annule quand les droites par lesquelles passent les plans 
des cercles en question sont rectangulaires. Donc : 


Pour que deux familles de cercles tracés sur une sphère 
sotent orthogonales, il faut : 1° que les plans des cercles 
d’une famulle concourent suivant une droite; 2° que les 
droites par lesquelles passent les plans des deux familles 
sotent rectangulaires. 


Cette condition est évidemment suffisante. 
Nous allons maintenant faire une application importante 
de ce théorème. 


XI, — Surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes. 


S1 toutes les lignes de courbure d’une surface sont planes, 
leurs plans, en vertu du théorème de Lancret (p. 25), cou- 
pent la surface sous un angle constant; l’image sphérique des 
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lignes de courbure est formée par l'intersection de cônes de 
révolution ayant leurs centres au centre de la sphère, avec 
la sphère; les images sphériques des lignes de courbure sont 
donc des cercles orthogonaux, et par suite, en vertu du para- 
graphe précédent, ces cercles ont des plans qui passent par 
deux droites de directions perpendiculaires. Ainsi les lignes 
de courbure des surfaces en question sont nécessairement 
situées dans des plans parallèles à deux droites rectangulaires. 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Si l’on appelle ellipse sphérique l'intersection d'un cône de 
second degré avec une sphère décrite de son sommet comme centre, 
étudier, à l’aide des coordonnées sphériques, les propriétés de cette 
courbe. En particulier, démontrer qu'il existe deux points sur la 
sphère, f et f”, tels que, si M désigne un point de la courbe, on ait 
Mf=Mf'= const. et que la tangente partage en deux parties égales 
l'angle de M f avec M f. 


2. La loxodromie est une courbe qui coupe sous un angle con- 
stant tous les méridiens passant par le même pôle : trouver l’équa- 
tion différentielle de cette courbe; elle est en coordonnées polaires 
dô = csin0 db, c désignant une constante. La projection stéréogra- 
phique de la loxodromie est une spirale logarithmique; cette pro- 
priété peut servir à trouver un grand nombre de propriétés de la 
loxodromie. 


3. Trouver l’équation de la développante sphérique d’un petit cercle 
de la sphère (hélice sphérique). 


4. Trouver les trajectoires orthogonales de tous les cercles de la 
sphère qui passent par deux points fixes. Trouver les projections 
stéréographiques de ces trajectoires. 


5. En général, si f(6, d) —o représente une courbe sphérique 
f(2 arctango, w) = 0 représentera en coordonnées polaires p, w la 
projection stéréographique de cette courbe. 


6. Etudier les courbes sphériques qui ont pour projections stéréo- 
graphiques des coniques des ovales de Descartes, des ovales de 
Cassini. 
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7. D'un point P comme centre, pris sur une surface S, décrivons 
une sphère infinitésimale, qui découpe sur cette surface une courbe 
de périmètre C; soit C’le périmètre de l’image sphérique de G, soient 
R, et R, les rayons de courbure principaux de S en P ; on aura 


LOC NT [ 
lim ee (re - &) (R. STURM.) 
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DES COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. 


I. —- Préliminaires. 


On peut remarquer que, dans la plupart des systèmes de 
coordonnées que l’on emploie (nous laissons, bien entendu, 
de côté les coordonnées tangentielles), la position d’un point 
est donnée par l'intersection de trois surfaces : ainsi, dans les 
systèmes de coordonnées rectilignes, les trois surfaces sont 
trois plans parallèles aux plans des xæy, des xs et des yz; dans 
le système des coordonnées polaires r, 0, Ÿ les trois surfaces 
sont une sphère de rayon r, un cône décrit, autour de l’axe 
des z ayant 0 pour demi-angle au sommet, un plan passant par 
l’axe des z et faisant l’angle Ÿ avec le plan des xz .... Dans 
chacun de ces cas, trois paramètres +, y, z ou r, 0, d, ... 
font connaître les surfaces coordonnées. 

En se plaçant à ce point de vue, Lamé a été conduit à intro- 
duire dans la Science un système très général de coordonnées 
dites curvilignes : voici en quoi il consiste. Soient 


Ne <)= const. MMS YS AN = CONSLS V(æZ, ÿY,3)= const. 


les équations de trois familles de surfaces. Quand on se don- 
nera les valeurs constantes de À, 4, y, on aura trois équations 
qui feront connaître +, y, z et qui, par suite, détermineront en 
général un certain nombre de points dont les valeurs con- 
stantes À, x, y seront les coordonnées curvilignes du point 
TZ, Y,3; réciproquement, æ, y, z étant donnés, on en conclut 
À, p, y, et par suite un point quelconque aura ordinairement 
des coordonnées curvilignes. 
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L'avantage des coordonnées rectilignes est de déterminer 
toujours un point de l’espace et un seul. Il semble alors que 
l’on doive toujours leur accorder la préférence; nous verrons 
cependant que les coordonnées curvilignes ont aussi leurs 
avantages. En particulier, quand il s’agit d'étudier les lignes 
tracées sur une surface, il semble naturel de faire entrer la 
surface en question dans un système de coordonnées curvi- 
lignes; la coordonnée relative à cette surface restant constante, 
on n’a plus alors que deux variables à considérer. C’est ainsi 
que, pour étudier les figures tracées dans le plan, on peut 
prendre ce plan pour plan des xæy, et la coordonnée s n'inter- 
vient plus. 

Nous commencerons l’étude des coordonnées curvilignes 
par celle des diverses lignes remarquables que l’on peut tracer 
sur une surface donnée et en particulier sur le plan. 


II. — Coordonnées curvilignes dans le plan. 


Si l’on considère deux équations 
(a) pr, Vu V(r, Y)=h 


ou les équations équivalentes obtenues en les résolvant par 
rapport à æ et y, 
(a) æ= (A, k), y = W(A, pu), 
elles représenteront deux courbes variables de forme avec les 
paramètres À, L; ces courbes par leurs intersections détermi- 
neront des points variables, mais ayant une position fixe 
quand À et : seront fixes ; À et 1 étant donnés, certains points 
du plan seront déterminés : À et 1 seront alors les coordon- 
nées curvilignes de ces points. 

S1 l’on pose, par exemple, 


LIN COSU, y.= Àsinp, 


€ seront les coordonnées curvilicnes polaires du in 
ket u LE d lig pol du point 
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(x, y); en se donnant X et , on détermine un point par l’in- 
tersection du cercle 


Dè+ y? — À2 
et de la droite 

FL 

Fr = lang. 


En général, À — const., u — const., représenteront deux 
familles de courbes que l’on appelle lignes coordonnées ; 
quand ces lignes se coupent partout sous un angle droit, on 
dit que les coordonnées sont orthogonales. 

Pour que les équations (a) définissent un système de coor- 


données orthogonales, il faut évidemment que l’on ait 


0À op 0 ou 2K 
0x 0x dy 0y ÉE 


quels que soient x et y, ou bien encore 


0x 0x | dy dy A 
DIN TOME) ECTS 


en effet, cette dernière équation exprime que le déplacement 


0x dY 
ù 2 


: 6 dx 0Y à ; 
culaire au déplacement _ dy, “e du effectué sur la courbe 


d}, effectué sur la courbe 1 = const., est perpendi- 


À = const. 

Soit ds la différentielle d’un arc de courbe quelconque 
tracé dans le plan et passant par le point dont les coordon- 
nées rectilignes sont x, y, et les coordonnées curvilignes À, 4; 
supposons les coordonnées x, y rectangulaires : on aura 

ASIE dy? — ee dÀ + Fe du) + (Z dÀ + a du) 


\ 


Si l’on pose 


(b) 


ACER CHION 
RAM ATAULS 0) dE 


S8 
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il viendra 


(c) 


ds? — Ld}?+2RdÀ du + Mdy?, 


et, si les coordonnées À, 1 sont orthogonales, 


ds? = Ld)2+ M du. 


Il est facile de voir que, si dans (c) on fait x — const., on 


aura due 0 eu 54e LUeA 


d'où ds — 


VL d}, de sorte que 


VL d'À et VM du sont les éléments d’arcs des lignes coor- 
données. 


Si l’on appelle 4 l’angle que les lignes coordonnées font 


entre elles et ? l’angle de l'élément ds avec la ligne x — const., 


on 


ox 0x 0Y y \ 0x \? 
0 — —- = | 
or G (8) oX 0 Salt \/ TO 


ou 


et, 


a 


R 
Co 
V LM 
Sint VM dy. 
sin d'A 
en coordonnées rectangulaires, 
… VMdp 
tang rt — — . 
VL dÀ 


en un point À, u. Ona 


3 
ai FES = dy dx — dx dy — 
F 


muluplions par le déterminant 


) ) | | Gun) à 


dx dy 
dx dy 


dx 
2. VIG-GTICT 


= YLM— R%; 


0Y (0x 0x 
Si tA (x du 


Ge | 


Calculons le rayon de courbure 0 d’une courbe quelconque 


AE 
du OX 


ÿ 
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nous aurons 


OX2 OÀ 0x dù OX Ou? À 
p dx \? | 0x dr 
| De } CRD D 


ou, en vertu des formules (b) 


dx 2 27 
OS ss RAA SC AS DE  d 


1 OL oL GRANALAPNE 
VEN LES ASE du + (RES du? 
P | Ldi+Rdu 


S1 nous supposons les coordonnées orthogonales, R—o et 


l’on a 
+ M 
LP 07 63 PL dA2 + 2 Me d} du — a DPI 
3 VEM — = | 9 op où | 
À La} A | 
ou 
se PR ; à 
2 VLM F" = + di? ( du .. = Lai - 4 ) 
+ 2 dÀ du (m5 on ) 
oM oM 
— dy? (nu LS nn 


Supposons que la courbe soit la ligne coordonnée 4 — const.: 
appelons p,, son rayon de courbure, nous aurons 


on en déduit 


on aurait de même 


Enfin l’aire élémentaire, comprise entre deux lignes coor- 
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données À = const., À + d\ = const., et deux autres lignes 


u — const., u + du = const., est /LM A du sinû ou 
V EM — R2 dx du 
et, en coordonnées rectangulaires, 


V LM 4 du. 


III. — Coordonnées curvilignes d’un point sur une surface. 


Soit y — const. — y, l'équation d’une surface donnée fixe, 
on peut toujours supposer que cette équation soit la résul- 
tante de trois autres, telles que À 


ME p(A, LL), ARS ACY LL), SF YA, LL); 


entre lesquelles on aurait éliminé À et 1. Quand on pose 
À — const. — À, æ&,y et 3 sont liés entre eux, d’abord par la 
relation générale y — y, et puis aussi par une autre relation, 


telle que 
Ao = ET, %, Z ); 


le point (x, y, z) décrit alors une courbe que nous pourrons 
considérer comme représentée par l’équation À= À; les 
courbes ainsi obtenues en donnant à À et x des valeurs déter- 
minées portent le nom de lignes coordonnées. Il est clair que 
sur une surface il est possible de tracer une infinité de systèmes 
de lignes coordonnées. 

S1 l’on se donne à la fois À = À4 et 1 — mo, on détermine 
deux lignes coordonnées dont les intersections font connaître 
les points ayant pour coordonnées À et lo. 

Soient p, p', p” les coefficients directeurs de la normale à la 
surface considérée au point (x, y,z)ou(X, x). Exprimons que 
cette normale est perpendiculaire aux tangentes aux courbes 
À = const., u — const. passant en x, y, & : les coefficients 
directeurs des tangentes en question sont faciles à trouver, 
si l’on observe que, sur la courbe À — const., à varie seul et 


DES COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. OI 


que +, y, = sont alors des fonctions de 1. Les coefficients 
directeurs de la tangente à la courbe À — const. sont donc 
0x dy 0z 


ou? Er ôp et, par suite, on a 


DÉRDRNON CN ds 
(pp DU PATES 
(1) 


P, p', p’ sont déterminés à un facteur près et l’on peut poser, 
en vertu des formules (1), 


ïe U6£ 3) NUE) FD DRE d(æ, Y) 


à. —= ? == = Fr. 
(2) D D ou «the 


De (1) l’on conclut d’ailleurs, en multipliant la première par 
dÀ, la seconde par du et en ajoutant, 


639 p dx + p'dy + p'dz — 


pour tout déplacement dx, dy, ds effectué sur la surface. 

[Cette formule (3) établit de nouveau l’existence du plan 
tangent : en effet, elle prouve que, si (1) ont lieu, c’est-à-dire 
que s’il existe une droite normale à deux tangentes passant 
en æ, y, Z sur la surface, elle est normale à toutes les tangentes 
passant par ce point; donc le lieu des tangentes au point x, 
Y, 3 à la surface est un plan.]| 

Supposons que l’on se donne une relation entre À et 1 : le 
point (x, y, z) ou À,  décrira une courbe sur la surface y —v, 
et les coefficients directeurs de la tangente à cette courbe 
seront dx, dy, dz, c’est-à-dire 


CE 


Calculons l’élément d’arc ds de cette courbe : ona 
ds? = dx? + dy? + dz?; 


en remplacant dx, dy, ds par leurs valeurs exprimées en À 
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et 14, à savoir 


dr Fr di + mn du, 
PO dy 
03 ÔZ 
dt à dÀ du du, 
on trouve 
(4) ds? = Ld\?+2R dÀ du + M du?, 


formule où l’on a posé 


(08) 
oÀ À OÀ 
0x 0% dy 0Y dz 0z 
où 0h o 0p dÀ ou” 


0% O VAE MAO 
= (GE) + (5) + | 


Quand les courbes À = const., u — Consi. se coupent à 


(5) Rie 


angle droit, on dit que les coordonnées sont orthogonales: 


alors on a évidemment R — o, en vertu de la seconde for- 
MA ox 03 k fs Pr 03 
1 2 92) MX du” op 7 op 
directeurs des tangentes aux courbes W= CONS et — const. 
La formule (4) se réduit alors à 


mule (5), car — » sont les coefficients 


ds? = L d}? + M du. 
Nous signalerons la formule 
(6) LM — R2=p?2+ p'2+ p"?, 
que l’on vérifie en observant que, en vertu de (2), 


< : 0y dz  0dy e) 
24 p?+p2=| — —— 
ke P P (2 ou Oo 0X 


Go + GG GE) GG 
OÀ OÀ À ou op ou 
on 03 SE 

CON OR GNROE 0, pN OU 


I 


en vertu des formules (5), cette équation se réduit à (6). 
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Soient 0 l’angle que les deux lignes coordonnées font entre 
elles, & l'angle qu’une ligne donnée fait avec la ligne 4 — const. 
passant en æ, y, Z. 

1° Les longueurs des arcs de lignes coordonnées s’obtien- 
dront en faisant dans (4) successivement du = o et d\ = 0; 


ainsi ÿL dx et /M du sont les longueurs des arcs élémen- 


taires des lignes u — const., À := const. 


2° On a 
VE dX _ sin(0— à) 
VM du Sin £ 
d’où 
tang i — VM dy sin 0 


VM dy cos0 + VE d\ 


Ces formules se démontrent à l’inspection du triangle ayant 
pour côtés l’are de courbe donnée et les arcs des courbes 
D Const, À — const. 

3° D'ailleurs, en appelant V l’angle de deux arcs de courbe 
passant en Z, y, 3, On a 


dx dx + dy dy + dzÔz 


dx? + dy? dz? 5x? — Ôy? + 0232 


cos V — : 
en désignant par un d un déplacement effectué le long d’une 
des courbes et par un à le déplacement effectué le long de 
l’autre. 

Supposons qu'il s'agisse des lignes coordonnées : on aura 


NE, 
0x dy z 
re dÀ, a ta}, gr A), 
1e LÉ pi 
07 NTI L de 02 
ÔT = F8 du, Dh De du, RE du; 
donc 
D en 
Ok Op  o\' du 9ù 0h) JL YM 
ou | 
R LM — R2 V LM — R? 
(x) D nr sin0 =(/ CADRES Te Rens 
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IV. — Sur les cosinus directeurs de la normale. 


Lorsque les coefficients directeurs p, p', p' sont les 
cosinus 4, P, y directeurs de la normale, on a 


0x 0Y Oz 


D TE BE RES 
NP UE NUS à 
0x OV 032 

Pa To 9 


mais On a, en outre, 


et, par suite, 


an te —— —= O0, 
RES d) Fn 
da a 0 Dee 
Fo ADN UE 
et, en éliminant &, Ê Ÿ 
OALOINCOE | | dx dy oz 
OU OX Op On ôp 
dx 0ÿ dy at 0x 08 dy Dur 
DA UND ANRT NIONE OX = OX ONCE 
ÉRNE DECO ee 
Op ou on d Lu Op ok 


mais ces relations ne seront distinctes que si l’on n’a pas 


0x 0€ _dy., dy __ 03, ds 


ON OR NEDAT RON LOS 0 


2 


auquel cas x, y, z seront fonctions d’une seule variable, ce 


qui ne peut pas avoir lieu. Ces relations seront illusoires si 
SO LS crue tarte nt eme À 
dÀ PE 5) SO EDR ou” Re om 
4, D, y sont fonctions d’une seule variable, c’est-à-dire si la 


surface est développable. 


, c’est-à-dire si 


dl 
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On voit donc que, pour toute surface non développable, 
il y aura deux relations entre les dérivées de x, y, z et des 
cosinus directeurs &, f, y. 


V. — Des systèmes de coordonnées les plus simples. 


Liouville a montré, dans une Note insérée dans son Journal 

? 1 

que l’on pouvait toujours, sur une surface donnée, choisir les 
coordonnées curvilignes, de telle sorte que l’on ait à la fois 


LM, R7=0, 
où L=0, M —o. Voici son analyse : nous avons trouvé 
ds? = Ld}?+2R dX du + M du. 


Décomposons le second membre de cette formule en facteurs 
du premier degré de la forme P dx + Q du, ces facteurs seront 
imaginaires conjugués. Si ces facteurs ne sont pas des diffé- 
rentielles exactes, comme ils sont conjugués, ils auront des 


facteurs intégrants de la forme m7 + nV—1,m—ny—1 qui 
les transformeront en différentielles exactes do + d@ /— 1, et 


CU 
da — d$ /—1; on pourra donc poser 


du + dB ÿ—1 du df yÿ—1 


HOÉRNE R Re T/ 


ds? — 


ou 
da? + dB? 


ds? — 
m?+ n? ° 


d’où résulte que l’on peut toujours, et d’une infinité de 

manière, prendre M — L, R—o. Les lignes coordonnées 

forment alors ce que l’on appelle un réseau isométrique. 
Supposons maintenant qu’on ait trouvé à la fois 


ds? — A{da? + d3?), ds? — A'(dax'? + df'?); 


on en conclura 
A(da? + d3?) &E A'(dx'? + dB?) ; 
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mais, 4 et Ê’ étant fonctions des et de B,ona 


en substituant ces valeurs dans la formule précédente, on a 


identiquement 
[A0 0e) TERRES 
da? [A = À (5) 5 — ÂÀ (S) | 
CLARA 08" 08’ 
— 8 ! —— 1 Los Le 2 
2 da d ( SE 08 À ; se 


Égalons à zéro les coefficients de da?, d8? et da dB; élimi- 


a 
nons ra nous aurons 
1 


Où 02 ke MODE 


ox 0 nn 


da \? [op'\? [dal Ê: : 
am) (a) = Ce) + Gr 


Si l’on multiplie la première équation par 2V—1 et si on 
l’ajoute avec la seconde, on a 


Vans = 0x 2 08" — 08! 
+ ÿ— "08 5 Fes nn 7 ns 


da —— 00 05" 09! 7% 
ES HE EE A MNT 2 | 
se a Lo — Lane a i) 


donc 


ou 


O(a = By—:1) PRE 9(a + BV 
da rose 08 d 


- id ie" ANR PI 
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cette formule peut s’écrire 


TE TENETEN 
J(a, $) 


0; 
donc 

WE By—i=F(a—By—:1) 
ou 


a PV—1= F(a+ By). 


Les deux formes obtenues pour ds? ne sauraient donc différer 
que par Pemploi d’un facteur d’intégrabilité. 

Signalons enfin l'emploi d’un système de coordonnées 
dites symétriques. Supposons ds? de la forme 


ds? — A(d}?+ du?); 
si l’on pose 
dù + du y—1= dé, 
d — du ÿ—1= dn, 
il vient 
ds? — À dE dr. 
Ainsi ds? peut affecter la forme 2R 4} du, mais R est néces- 
sairement imaginaire; ces lignes de coordonnées imaginaires 
sont de longueur nulle. 
D’après ce qui précède, c’est parmi les coordonnées symé- 
triques que l’on pourra espérer rencontrer le maximum de 
simplicité dans la plupart des calculs. 


VI. — Applications. 


Pour trouver un réseau isométrique sur la sphère, appli- 
quons la méthode de Liouville. En prenant d’abord pour 
lignes coordonnées des parallèles et des méridiens, on a 


ds? — a?(d02+ sin20 dL?) 
— a(dô + ÿ— 1 sin0 dé )(dô — Y—1 sin 4): 


les facteurs intégrants des facteurs qui figurent dans l’expres- 
L. — Traité d'Analyse, VII. 7 
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sion de ds?, sont tous deux égaux Gen TL on pourra donc 


écrire 


ds? — 


dû — d = 
2 in? PRES E — | SE  — t 
a? sin ae eue i dy) ee I dy) 


sin Ô 


a? sin20 d(log tangs 0 + ÿ—1 L) d(log tangi0 — Wat d) 
a? sin? 0[(dlog tang +0)? + db?]. 


Nous poserons 


] 2e 
log tang- 0 — À, tang- 0 — e, sin 0 — 
2 1 + e2À 
ou 
- 2 
sind = 
e—À + ex 
il en résulte 
a? , 
ds? = SAR EEE; 
(e-k + en}? 
les équations de la sphère seront 
2cost 
DE Ga 
e—À ee eÂ 
2 sin 
_ CRE ET | 
cd er AREA 
REX 
Cure RAS 
VII. — Rayon de courbure d'une section normale. 


Les équations de l’axe du cercle osculateur sont 


(X—x)dx +(Y—y)dy +(Z—3z)dz =o, 
(X—x)dr+(Y— y)d'y +(Z— z)d?23 = ds?; 


si l’on coupe par la normale à la surface, on obtient, comme 
l’on sait, le centre de courbure de la section normale menée 
par la direction dx, dy, dz. Soit p le rayon de courbure de 
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cette section : les équations de la normale seront 


RAY y Z— 3 p 


! à 72 


P P HIS ENTES RU 


l'élimination de X — x, Ÿ — y, Z — : donne 


0 
a) ( dx — p'æ + pp" U3) —————) — ds?. 
(a) P J EME 
Posons 
| dr dy od?z 
| où où 0x 
… x 2y , 9223 CHULQV'ON 02 
4e ES Es ! sl Eu Eu + 54 — |, 
Poe TE Gp HE A ME 
OT dy oz 
0m du ou. 
2x7 LEE 2 02z. | 
210 dkdu dkou 
dr r 29 PILE 0x dy 0z 
S — —- ———- — pr — —— —_- ee 
du Er ou ? OX Op. P? OX dv. 0À 0À dÀ , 
0x 0Y oz 
| du du où 
2x O02Y 023 
OAV OU 0? 
0 = 3, | Oœ ‘dy : ds | 
nn Tom Nu Dr al  7* 
| y 0 
roue dieu 


nous aurons, au lieu de (a), 


NE (Lans + ar 4) dut Man);, 


Ld)?+o2rdrdu-+m du? — 


on en conclut 


VEM—R?  /dX—+ or dÀ du + m du? 


(9) e 7 Ldl+2Rdàdu+Mdu? 


Si l’on veut le maximum et le minimum de b, c’est-à-dire 
les rayons de courbure principaux de la surface, il faudra, 
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d’après ce que l’on sait sur le maximum des fractions dont 
les deux termes sont du second degré, exprimer que l’équa- 
dÀ 


\ 4 : & Oo: ‘4 
RE deux racines égales, ce qui donne 


tion (9) en 


|)" 


Telle est l'équation aux rayons de courbure principaux de la 
surface. 

Si dans l'équation (9) on fait du — o, elle fournira le 
rayon de courbure p de la ligne ü — const. ; ainsi l’on aura 


VLM—R? / VLM—R? mm 
ou 
L /LM — R?2 M LM — R2 
= AS rom Ne IN : 
PA pu 


Les ombilics s’obtiennent en exprimant que la formule (10) 
a des racines égales, ce qui donne 


(M+Lm—2Rr} — 4(72— Im)(R2— LM) + 


: : É 0 
mais on les obtient plus facilement en pOSaDt 
VLM — R2 


dans (r0), ce qui la transforme en 
(ræ—R}—(lx—L)(mx—M)=o. 
Les racines de cette équation sont séparées par 


L M 


> — et +; 
Dr] m è 


pour qu’elles soient égales, il faut que 


telles sont les équations des ombilics. 
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VIII. — Théorème de Gauss. 
En vertu de (8), on peut écrire 
dx dy 023 LEE: 
dÀ2 O2 Oo}? op? 
ou 0y 03 0x 
Um — 7? — — 
Mer + ENST RE ox 
CPU D 1.02 0x 
Op 0h ou | ou. 


effectuant les calculs par, la règle de la multiplication des déter- 


minants, on trouve 


EN Pz Pr Nr x 0 
| > 02 op? oh? 0À 
0x dx PLAN 
Fo D DNES 
0x 2% 0x dr 
dpt OX? Dee op. 
dx \2 dx 0 
De ne. 
| 
| dx dx ox \ 2 
2 — | Le ie 
$ Ne du OÀ Di) 
dx 07% 0x 0x 
où du 0 dÀ où 


2x 0x 
d}2 0p 


À 0h 
OR 
ou 

DM OT À] 
ete du du | 
0x 0x 
ox dy 


DA 


ou 


\s 


Je 


Or, en différentiant les formules (5), on a 


| x OL dx 0x robe dx 0x 
D. 
1 OM x 0% 1 0M x 0x 
3 0 ÆOt0U OU 2 OÙ dd Ou? Op 
OR x 0x dx 0x 
Tes To op a)" 
(pe, dx Jr d2æx 0æ\ 
om NES op du op? où 
d’où 
x 0x 0R 1 OL 
où2 0 OÙ 20m 
dx 0% . OR 1 0M 
| ON OR 2 A 
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De ces formules, on tire encore par différentiation (des deux 


dernières) 
D 27 x dx 0x1 02R 1 02L 
o2 op? 9120 dj BRDT 0m 2 ou?” 
DNA RE L'HSS 
si 02 0j? Ou20X 01 dd 2 d2? 
on a ensuite 
zx 07. > PE EE à 02M 
020 Op. | JÀ 7 20e 
»S zx 0x AS dx va 92 
du? 0X 0 (x 5.) | ‘'TANEES 
De ces quatre formules on tire 
DE dx Di 02% \?2 02R r 02L 1 02M 
C@ ———— — — = LL), pie ARE . 
oÀ2 du? 0 on. ox ox ROULE 2e 


les déterminants /m et r?, ou plutôt leur différence, peut 


alors s’écrire 

V2 2x 

ds 0)? op? 
1 OL 
2 0 

1 OL 

> du 


OR 
ox 


ou encore, en 


1 OL OR I oL 
LU A NO NORIROEUTE 
1 R 
R M 


vertu de (&), 


1 02M\ 


/ R 1 0L 
__ R2 e. aie 
à RON RARE 
210} 00) 200 
1 OL 
178 fat R 
2 OX 
0R 1 OL 
TAN ne 


X( 


TOR 
2 Op 


1 0M 
2 EX 


927 \ 


ox .) 


= 


Cette formule, dont la démonstration est peut-être un peu 


longue, montre que le produit des rayons de courbure prin- 


ESS DT 7 - 
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el (LM — R?}? ; it 
CIpaux ——— ne dépend que des quantités L, M, R et 
PC À . L . /, RES r2 
de leurs dérivées; la quantité inverse a - est ce que 
(LM — R2ÿ 


l’on appelle, si après Gauss, la courbure totale ou courbure 
sphérique de la surface; ainsi : 


La courbure totale d’une surface est déterminée en 
chaque point, quand on connaît les quantités L, M,R, qut 
permettent de mettre la différentielle d’un arc de courbe 
tracé sur la surface sous la forme 


ds = VL dk? 2 Rd du — Map, 


résultat de la plus haute importance, comme on le verra. 


IX. — Équation des lignes de courbure, des lignes conjuguées 
et des lignes asymptotiques. 


Nous rappellerons que des lignes forment un réseau de 
lignes conjuguées quand elles peuvent se partager en deux 
séries, telles que toutes les courbes de la première série ren- 
contrent celles de la seconde, de telle sorte que les tangentes, 
au point de croisement, soient des diamètres conjugués de 
l'indicatrice en ce point. Elles deviennent lignes asympto- 
tiques si les diamètres conjugués en question sont des asym- 
ptotes de lindicatrice. 

‘équation de l’indicatrice se trouve en observant que le 
carré uw? de son rayon vecteur est égal au rayon de courbure b 
de la section normale correspondante; la formule (4) donne 
alors 

VLM—R?  Zd\?+ or dh du + m dy? 
u? _ Ldk+2R dau M du: 


ou encore 


FAT CPS — 29 dÀ A . dx dy (ER 
Ce) VE R-w(T) arr mis) |. 


ds 
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Or, en prenant dans le plan tangent, pour axes de coordon- 
nées, les tangentes aux lignes u — consl., pu const., on a 
les formules de transformation de coordonnées 

X _yLdà Y __VMdu 


d) RS , — —= , 
(a u ds u ds 


la direction de « étant celle de ds. On tire de là 


5? d} e px 5 dy ” Y 
CR ds M 
et (c) devient 
ERA l 2rXY m 
3 LMR:2 SX CREUSE 
ee V L* JIM M 
Cette équation prend une forme plus symétrique en obser- 
vant que 
R I cosû. 


COS ou _ 
VELM 


on a alors, en remplaçant LM — R? par l'unité, ce qui n’al- 
tère que la dimension, mais non la forme de l’indicatrice, 
l m 2 


F 
ve X 2 SC EVrE X I 
ENS X2 - VI Y mn XY cosû 


Telle est l'équation de l’indicatrice. 


Pour que deux directi ds ient ] es. il faut 
1 ur que eux 1rÉéC O0 ee RE conJuguees, 1 au 


que l’on ait 


l 27 à m 
— XX7+ © (XV YX')E = VV 
L VLM M 

ou, en vertu de (d), 

(14) L dx 5x + 2r(dX du + du 01) + m du du = 0, 


0h, du désignant des différentielles relatives à la direction 
conjuguée de dx, du. Si l’on observe que 


0x 0x 
dx = À dÀ 5x ou du, 


x PT ns), 7 x x Pr, x 
0 dx = 92 dÀ5À De Cr dou (d\ du + du.3X) + 


duôt, 


op? 
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la formule (14) pourra aussi se mettre sous la forme 


dôr dûdy dôz 

D - 
(14 bis) 0À JÀ JAN 07 
dx dy - ‘ds 


| 


dy ou ou 
Pour que les lignes À — const., 4 — const. soient coordonnées 
conjuguées, 1l faut que (14) ou (14 bis) soient satisfaites 
pour d\ = 0, du — 0 ou que 
7 — O0. 

Ce résultat important que j'ai donné pour la première fois 
dans une note de mon 7'raité de Mécanique peut s'établir 
directement comme 1l suit : 

Pour que les directions dx, dy, dz et dx, y, dz soient 
conjuguées, 1l faut que 

r dx dx + 2s(0x dy + dv dx)+ t Üy dy = 0, 

el par suite, pour que les lignes coordonnées soient conju- 
guées, 1l faut que 


0x 0x ‘0æ à 0x 0Y\ OY d 
Le ts HN n)TER dr 0) 
or On à 
03 0x ) 
AU) ORNE 
03 0x 0Y 
PRET 
023 2x y 


Dm orr | Trou ns 


w désignant le premier membre de(x).Sientre ces équations on 
élimine p, q en observant que, en vertu de (x), w est nul, on a 
0 y 03 
oÀ dÀ OX 
JET dy 03 
op ou ou 
de y D 
00m dk0u oÀ0u 


CHAR 
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La condition pour que les lignes coordonnées À — const., 
H — const. soient lignes de courbure sera alors 


FR ON N I Re0; 


On peut d’ailleurs trouver les équations des lignes de cour- 
bure en adjoignant à l’équation (14) la condition 
dx dx + dy dy + dz 03 —0 


ou 


(5 dÀ + Fe du) É OÀ + er du) +. ER t 
c'est-à-dire 

L À 81 + R(dX Ôu + du 0À) + M du du = 0; 
élimination de 0}, du entre cette équation et (14) donne 
l'équation des lignes de courbure 


(15) ({Zd\ + r du)(R dx + M dy) 
Ü —(Ld)—R du)(r d\ + m du)=0 
ou 


(15 bis) ((R—Lr)dA2+(IM— mL) du +(rM—Rm)du?=o. 


Dans ses Leçons à la Sorbonne, M. Darboux met les équa- 
uons des lignes de courbure sous une autre forme ; à cet effet, 
il observe que les équations de la normale à la surface en x, 
Y, 3 peuvent se mettre sous la forme 


_ 0x : dV 03 
A 0œ …, Y . "05700 
CAT ie Ce TEE O, 
OU, En POSADL EE ET Fr t0;, 
Un APN De 1700208 
ST TE 0 tie: D 
on dY z 1 09? 
— EE E — — 0 
op 0) ot > Op 


Pour avoir les lignes de courbure, il faut exprimer que cette 
5 ; 
droiterencontre celle qui lui estinfiniment voisine; en d’autres 
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termes, 1l faut éliminer X, Y, Z entre ces équations et leurs 
différentielles 


ÔT OV OZ 1 00? 
0 dy Oz 1 00? 
Xd—+Yd-- ——d == 
X 5e a si + Zd EE d EN 
ce qui donne 
CEA dy 03 0? 
0À 0À OX OX 
0x 0Y z 05? 
CT NOR OLA 70 
VD Zer:) É F F F 0. 


dY 03 00? 
| d ù d 5À d FT d ou 


| Hi Eté PACS d ve 
op op ou. op 


Pour obtenir l’équation des asymptotiques, on peut exprimer 
que dans (14) les directions conjuguées d}, du. et 0X, ôuù sont 
coïncidentes, ce qui donne 


(16) l d? + or dÀ du + m du? = 0 
ou encore 
dx dy d'z 
07 0y 3 
(16 bis) ROCHE NAT) PA ECTS 
Le AA pe 
POULET] 


et, pour que les lignes coordonnées soient asymptotiques, 1l 
faut que /—0, m—o. J'ai également donné ces formules 
dans mon 7'raité de Mécanique (2° édition). 


Remarque I. — On met souvent les équations de lPellip- 


soiïde sous la forme 
æ = a sin À Cosu, 


y = bsinÀsinp, 
3 = CCOs); 


il est facile de s’assurer que, dans ce cas, r — 0, c’est-à-dire 
que les lignes À — const., 1 — const. sont conjuguées. Ce 
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qu'il est d’ailleurs facile de démontrer directement par des 
considérations de Géométrie pure. 


Remarque Il. — Si l’on considère la surface ayant pour 
équalions 


æ—=v9(1)+o(n), Y=X)+yitu), 3 = Y(1)+ di), 


les lignes À — const., u = const. seront sur cette surface des 
lignes conjuguées. La surface en question est d’ailleurs sus- 

2 A 4 4 ,’ A Le 
ceptible d’être engendrée par une courbe égale à æ = g(), 
Y = Y(X), z = Ÿ(X) qui se déplace dans l’espace. 


RemMarQuE TITI. — La surface qui a pour équations 
æ=ai+a,, y=b\+b)!, 3z=c\+0c, 


a, a, b, D’, c, c' désignant des fonctions de x seul, a pour 
lignes asymptotiques les lignes 1 — const.; les autres lignes 
asymptotiques ont alors pour équation 


ar d\+ mdu=o; 


cette équation contient À au second degré, c’est une de celles 
que l’on sait intégrer quand on en a une solution. 

La surface en question est engendrée par le mouvement 
d’une droite qui s'appuie sur la courbe 


‘4 ! 


D'RUe We0e Here 


X. — Sur une forme remarquable des équations des lignes 
de courbure. 


En général, la recherche des lignes asymptotiques est plus 
facile que celle des lignes de courbure, et, quand on connaît 
les lignes asymptotiques d’une surface, on peut quelquefois 
en déduire très simplement les lignes de courbure. Suppo- 
sons, en effet, que l’on ait pris les lignes asymptotiques pour 
lignes coordonnées : l’équation (15) ou (15 bis) des lignes de 


courbure deviendra 
L d\?— M du? —o, 
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el cette équation se décompose immédiatement en deux autres 
(x) VE di + YM du = 0; 


si donc L est fonction de À seul et M fonction de w seul, le 

problème sera ramené à de simples quadratures. Cette cir- 

constance se présente dans la recherche des lignes de cour- 

bure des surfaces du second ordre dont les génératrices recti- 

lignes sont précisément les lignes asymptotiques. 
Considérons, par exemple, l’hyperboloïde 


D] 
A 


x? 72 Ve 


= I; 


æ BS 
Éi =SID À + COS À, 
a c 
PEER pos \ sin À, 
b C 

et 
æ Ee 
— = —- sin + Cosu, 
a c 
y 3 
5 = fn Cosu+sinp; 


het u ne sont autre chose que les anomalies excentriques de 
l’ellipse de gorge ; À — const., 4 — const. sont alors les équa- 
tions en coordonnées curvilignes des asymptotiques, et l’on a 


À+u 
cos 
sin(Â+u) 2 

L= A = A ————);) 
sin À +sinpr À— 1 
COS ——- 
. Ath 
SIN ——— 
sin(ÀÂ+ tu) 
V— b ; =" b see mt) 
COS À + cost À--u 
cos 
2 
. À —k 
sin 
cosy — cos À 2 
en >: 
sin À +sints ET 
cos 
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On en déduit 


a?sin?u + b?cos?u + c? 
L == 9 
D 


Z 


4 cos? 


a? sin2} + b?cos2À + c?. 


M == = 9 
ps 


4 cos? 


les équations (2) deviennent alors 


= 4 . . = 
di Va?sin?u + b?cos?u + ce? E du Va: sin? À + b2cos2À + c?—= 0. 


Nous poserons 


l'équation précédente s’écrira alors 


dk Le dy. 
Vi— #2 sin? x Vi—Æsin?p 


(8) = 0, 


et l'équation finie des lignes de courbure sera 


‘h é G + f se — const 
ec sin? À Vi— k?sin?u | 


On à vu que cette formule pouvait être remplacée par une 
autre ne contenant plus trace de signes d'intégration ; l’équa- 
tion ($)est en effet l’équation d’Euler, et nous avons vu 
(t. IV, p. 206) comment Lagrange était parvenu à l’intégrer 
sous forme algébrique. La solution, susceptible d’un grand 


nombre de formes, peut se mettre en particulier sous la forme 
suivante 


cos À cosu = sin À sin ÿi— #?sin?C — cosC, 


C désignant une constante. 


XI. — Lignes bissectrices. 


On appelle lignes bissectrices celles qui partagent en deux 
parues égales les angles des lignes coordonnées : rien de plus 
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facile que de trouver leurs équations différentielles; il n’y a 
qu’à écrire que la projection faite parallèlement à la coor- 
donnée À de l’arc ds sur la coordonnée y est égale à la pro- 
jection du même arc sur la coordonnée À ou est égale et de 
signe contraire à cette projection; on à ainsi 


di VL + du ÿM — 0. 


Cette équation sera en particulier celle des lignes de cour- 
bure quand les lignes coordonnées seront les lignes asympto- 
tiques, ainsi qu’on l’a vu au paragraphe précédent. 

S1, dans une surface de révolution, on prend les parallèles 
et les méridiens pour lignes coordonnées, 1l est facile de voir 
que l’équation qui donne ds? sera d’abord en coordonnées 


polaires 
ds? = dr? + r? dû? + r?sin20 d4?; 


mais 7° — o(0) : donc 
ds2= [92(0) + #2(6)] d0? + w2(0)sin20 4? ; 
les lignes bissectrices ont donc pour équation 


dd ÿo'2(6)+ w2(6) + db o(6)sin8 —o 


Ki Vo'2(0)+ #20) 
d + const. — = fa 1 04e 


ou 


elles s’obtiendront donc par de simples quadratures. Ce sont 
d’ailleurs des loxodromies. 


XII. — Équations des lignes géodésiques en coordonnées 
curvilignes. 


Supposons que la ligne dont on demande l’équation ne soit 
pas la ligne & — const.; pour trouver son équation, comme 
elle est tracée sur la surface, 1l suffira d'exprimer que sa nor- 


male principale est normale à la direction ee ve der car 
Rep SNL UE 
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étant normale à deux directions tracées sur la surface, elle 


sera normale à la surface. On aura ainsi 


di 071 NPA MARTÉ 200 
ds: 91.0 4 ONE sE LOUE 


ou, en abrégeant et en faisant usage d’accents pour repré- 
senter les dérivées relatives à l’arc, 


Dee 

AUS 
d 02 rECLi, OP RER 
DEEE 


ou bien 


c’est-à-dire 


d DCS AD 0x OT": ;, 2 020. IEEE (lg rEthME 
ADS V+)S =D (5 r+u) (CES ne 


à 


en multipliant par 2, on a 


Fu 39 0 HORDE M, 
(170 2 (LA + Rue 5 2 2 Au 


Telle est la forme sous laquelle on peut présenter l’équation 
des lignes géodésiques; la suivante convient aussi : 
LE JL 0R 0M 

bis) 2—(R\+M Ze = X' HAE 
(17 bts) » À ( + M) He 

S1 l’on appelle z l'angle que la ligne géodésique fait avec 
u — const., On peut écrire ces équations ainsi 
,4 VEGCost ODA 0R oM 


J20 — Vu — p?, 


18 — 
632) ds où Où EN 


La condition pour que À — const. soit géodésique est qu’en 
appelant s; l’arc de cette courbe, on ait 


d2x 0x . 
ot O0 
08} Où 


Tr ju | : 9x 05) — 225) 0r 
or AT est CE AIRES ET 


ne » On pourra donc écrire ainsi 
; s 
À À 
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l'équation précédente 
Y /02x ds) 025, 0x\ 07 
or du du? ) Are 8 


2x 0x DCIOP NO 
ou? 9ù vM Da oX du du VM= 0, 


VA(S re ) RM 


ou 


c’est-à-dire 


ou enfin 
OR 109M  R oM 


ou. ON lo M du Mr 


On voit que, si les coordonnées sont orthogonales, À — const. 
ne sera ligne géodésique que si M est indépendant de À; 
nous verrons bientôt qu'il est impossible que ies deux lignes 
coordonnées orthogonales soient géodésiques (excepté sur 
les surfaces développables). 


XIII. — Coordonnées de Gauss. Polygones géodésiques. 


Gauss a fait un heureux usage d’un système particulier de 
coordonnées que nous allons définir. Les lignes À — const. 
sont des géodésiques issues d’un point fixe O, et les lignes 
u = const. sont des cercles géodésiques ayant leurs centres 
géodésiques en O. On a ainsi un système orthogonal dans 
lequel l’une des lignes coordonnées est géodésique. Soit 4 
l’angle qu’une quelconque des lignes coordonnées géodé- 
siques fait avec une géodésique fixe passant en O, et 7 la 
longueur de cette géodésique, comptée depuis le point O 
jusqu'au point M que l’on se propose de représenter; r et 
sont les coordonnées de ce point. 

Le ds? est de la forme 


(a) ds? — dr? G?2 d?; 


car, pour 0 — const., on doit avoir dr = ds, et, dans ds?, il 

ne doit pas entrer de terme en dr dû. L’arc de cercle géodé- 

sique élémentaire qui est la valeur de ds estimée suivant la 
L. — Traité d'Analyse, VIL. 8 
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ligne r — const. est G dÜ. Dans ce cas, l’expression générale 
si compliquée de la courbure totale Æ donnée par la for- 
mule (1 2 je réduit à 


1 dG 


et l’équation (18) d’une géodésique à 


. d'cost FLE D 4 

2 26, SR 
ou 

nat 0 
(c) BU = ON US 


Proposons-nous d'évaluer la courbure totale d’un triangle 
géodésique, c’est-à-dire formé par trois lignes géodésiques 
CA, CB et AB. Plaçons l’origine en C et prenons pour ligne 
coordonnée initiale le côté CA : la courbure totale cherchée K 
sera donnée par la formule 


K= f fkao= f LC 


où dQ désigne l’aire élémentaire; en vertu de(b), elle devient 


2 G 
K=— ff dar. 


Intégrons par rapport à r, en observant que pour r infiniment 
OC 
petit — — 1; en effet, pour 7 —0; On a "AU =CANONT 1e 
or ) 
dr — dG; nous aurons 


2G 
K= f{1— 55) at; 


mais l’équation (c) donne 


0G EE eut I 
FN AE Gi 
ETES 
ds 
RP Fa dû di I di ds di 


DT ë RP AT 
G A, 
= 
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dE | 
se Gi %) 4 = fc + di 


Cette expression doit être intégrée de o à C; or l'intégrale de 
di donne la différence des valeurs de z en A et B: l’une de ces 
valeurs est À, l’autre x 


donc 


B; on a donc 
K=C+A+B— 7; 


on peut donc énoncer ce théorème très remarquable ; 


Taéorime. —- La courbure totale d’un triansle séodé- 
ste £s 
sique est égale à l’excès de la somme de ses angles sur 
deux droits. 


Ou bien encore : 


La somme des angles d’un triangle géodésique est égale 
à sa courbure augmentée de deux droits. 


Par suite : 


La somme des angles d'un polygone géodésique est 
égale à sa courbure plus autant de fois deux droits qu’il 
y a de côtés moins deux. 


Dans un triangle infinitésimal, la courbure est infiniment 


petite du second ordre; donc, aux termes du second ordre 
Dress 


La somme des angles d’un triangle géodésique infint- 
tésimal est égale à deux droits. 


La somme des angles d’un triangle infinitésimal quelconque 
est de deux droits; mais ordinairement la différence avec 
deux droits est du premier ordre, tandis que, quand le triangle 


est géodésique, cette différence est, en réalité, du second 
ordre. 


M. l'APD ES 


La La 
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XIV. — Sur l'intégration des équations des lignes géodésiques. 


L’équation (17) 


ÿ OR 0M 
(17) 2 SL (L\+ Rp ni) = SE 2 à NES 


peut se transformer et se ramener à la forme CAN 


posons, en effet, 


(a) 2T—L\2+92R\m+Mu?, 
(6) A = Li +R 
(y) ba = RÀ'+ My: 


nous aurons 


Ô À1 = pa 1 ss 

(0) 1 Are Hi Ou? 

nous tirons de (É)et(y) 

(e je MA —Rt LE Lu —RA: 

°) LM ECRIRE 
1 

HE > 4 RE oi OP —2R + Lui). 


En vertu des formules (B) et (4), (17) pourra s’écrire 


1 OT 
(0) PHARE 

ds OX 
Ceci posé, la lettre d désignant jusqu'ici une dérivée prise en 
considérant À, x, \, x comme des variables indépendantes, 
servons-nous de la lettre à pour représenter une dérivée prise 
dans l'hypothèse où À, 4, A4, 14, seraient variables indépen- 
dantes : la fonction T étant homogène et du second degré en 
Net pu, on aura, en vertu de (f) et (y), 


27T —= À'\ + ue’ H1 


ou 
T=—-T+\'\u+utu 
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donnant alors à À, À, 4, 4, des accroissements arbitraires 
d}, dh,, ...; Net x prendront les accroissements dW, du’; 
la formule précédente donnera, 


+ \ dhi+ pu rx + A dX + + 


OT OT OT ee ; 
— du ) 


et, en ayant égard à (), 


ÔT 0T , 
aT — — “rt di Ou du | di + os du. 


Cette formule exprime que l’on a 


Le DO TN OT OT 
YOUR Où ? RAS 147 ou. ”? 

co) CH de dx Gel x dy. 

N 01 1 54 ds’ du ai a ds 


La formule (4) et celle que l’on en déduit en changeant en y 
peuvent s'écrire comme il suit, en vertu de (w); nous les fai- 
sons suivre des équations (bp), 


di; 2) ÔT du 1; ÔT 

Ro Na be 
(19) à à 

dÀ oT ON à 

ds Es OA” ds à du 


Telles sont les équations des lignes géodésiques ramenées à la 
forme canonique : T est d’ailleurs donné par la formule (5). 


' 00 
v à \ CE Hu 
S1 l’on remplace dans cette formule (6) À; et 1 par 5x € oe 
et si l’on égale à 2h la valeur de 2 T ainsi transformée, on 


obtient ‘équation aux dérivées partielles 


08 06 06 26 \? 
4 2) — CEE Es 
Go).  2AÇ(LM— PR?) MS) — RE L() 


et, si l’on connaît une intégrale complète de cette équation, 
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c’est-à-dire ici renfermant une constante arbitraire «, les 
équations finies des lignes géodésiques seront 


bi °BNE const 6e t 
(20 bis) 5x — Const, 9h — $ + Const. 

Il y a un cas très étendu dans lequel on pourra toujours 
effectuer l'intégration. 

Supposons que l’on ait pu prendre R=o, LM — A, la 


formule (20) devient 


08\2 /08\?2 
“ EC 
s’il arrive alors que À —w(})-+ d(u), on pourra prendre 


(F) =24e0)+x 


00 \? 
(5) —2h4(u)—c«;: 
la formule (5) sera alors satisfaite, et l’on aura 


ef V2e0)+ ad + f V2RYGu) —a du. 


On connaît ainsi une solution complète de (c), d’où l’on 
conclut l'équation des lignes géodésiques 


8 08 | 
Te 


B et y désignant deux constantes. 
À ce cas examiné par Liouville, on peut en ajouter un 
autre : c’est celui où R serait de la forme 


A=g()y (x); 


en supposant L—0, M —o, R — À, l'équation (20) devien- 


drait 


08 06 AB 
DArRINA ()Y' Cu). 


Posant alors 
BRON), 
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on aurait à déterminer ® et Y par la relation 
P(A)P(p)P(A)L'(u) = kw'(A)L'(u); 
on prendrait alors 
P'(ÀA)P(ÀA) = Ag’ (À), 
w'(m)T(u) = Ÿ(u), 
d’où 
P(Àj= Y2ho(À)+ a, 
YV(u)= van), 


el, par suite, 


8 — Vl2ñe(X) + alaÿ(u). 


Nous allons appliquer ces considérations à la recherche des 
lignes géodésiques des surfaces de révolution. Les méridiens 
et les parallèles formant un système orthogonal, nous les 
prendrons pour lignes coordonnées. L’équation des surfaces 
de révolution est de la forme 


Ir DE 
nous pouvons poser 
æ=1r cos6, di RAILE, z—=g(r); 

nous en tirons 

0x dy . 03 ta 

5 — C0s0, dr — sin0, cn LU 

0x ; 0Y z 

 —— — r« — —= 0 Sci 0, 

5û r sin, SG — 7 C0s0, 5 —° 


Les quantités désignées par L, M, R sont ici 


ADACA IUT, Os 
on a donc 
ds? =(1+ 9?) dr? + r2df?, 


2T—=(1+92)r2+ 7202, 
et, en appelant r,, 8, les dérivées de T par rapport à r'et W, 


T1=(1+ ®2)r", 6, = r20", 
on en conclut 


120 CHAPITRE IIT. 


L’équation aux dérivées partielles d’où dépend | la solution du 
problème est donc 


() I | 00 \2 : ES. 
5) ln 56 ) 1 ATEN 


que l’on peut écrire 


08 2 VpR Cu tn 
_ I1+vw? : 5 ) LA "te 


on obtient une solution complète en posant 


o— f1/ 2 R(1 + 9°?) — Dane 10e 


et les équations des lignes géodésiques deviennent 


( ‘ (1 02) dr 24 


V2a / K 1+ y? 
Fr, 2 (rs 9 278% 


1+v?)dr 


: 1 92 
pare PP) TR 


ou en ne considérant que la première, la seule importante, la 


ns SR 


seconde ne faisant connaître que l'arc s, 


d (1e w"2) dr “ 
V2a V2h(1+ v2)rt— 2ar?(1 + w°?) 
ou bien 
Vers 
\ D RTE 90" 7 OUT 
Dans la ns de rayon a, on a o(r)— Va ris 1e 


tons des géodésiques deviennent alors, en changeant la con- 


stante P, 
-0 +0; dr I 


a y2u T OY(a?— r2)(2hr2—92a) 
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Nous pouvons écrire celte équation ainsi 


a(0 — 05) dr r? eye I 
AN — Panel AA a? — 7? , 
V2ag 2  — V/s ae ne / 


en introduisant un facteur indéterminé (/g. On peut disposer 


de g et de k, de telle sorte que 


2ghr?—0ag , = r? 
< — I k? - = , 
rè T2 


quel que soit 7°; il suffit pour cela de faire l'identification des 
deux membres, après avoir chassé le dénominateur r?. L’é- 
quation des lignes géodésiques devient ainsi 


ak(8— 6) 


V2ag / , a— r? 


D'ailleurs Æ et g sont déterminés par les formules 
ogh—R=1, oag= a; 


la formule précédente peut alors s’écrire 


(5 — 09) = arc sin # 


ou : 
ka? r?= rsin(8 — 65); 
. . . Ta: 
DA AlOrs 2 —7cosû, y —7r.sint, :— Va —r?, on 
trouve 


kz=—xsin0, + y cos0, : 


c’est l'équation d’un grand cerele quelconque. 
Sur une surface développable, on peut prendreM=—L- 1, 
R—o. L’équation aux dérivées partielles devient 


(S)- CN RE 
OX (5%) WE 
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d’où l’on conclut 

8 = À Va) — 22h + pu V2au; 
l'intégrale des lignes géodésiques est 


À pe 
î Ne Le — 
V2h—0a V2a 


const. : 


c'est une équation quelconque du premier degré, ce qui 
s'explique en observant que les lignes géodésiques se trans- 
forment en lignes droites dans le développement de la surface. 


XV. — Étude d'une surface remarquable. 


Parmi les surfaces, il y a lieu de distinguer celles dans 
lesquelles les deux rayons de courbure sont égaux et de 
signes contraires et que nous avons rencontrées dans le 
calcul des variations. On peut en trouver les équations d’une 
manière très simple en observant que l’indicatrice est une 
hyperbole équilatère : alors, si l’on prend les lignes de lon- 
gueur nulle pour lignes coordonnées, on aura 


220; M=%, 20! 


Cette dernière, qui exprime que les lignes coordonnées sont 
conjuguées (puisqu'elles forment un faisceau harmonique 
avec les asymptotiques), peut s’écrire 


dx d(Y.z)  Oy d(z,æx) 023 (y) _,. 
OÀ Où O(X, pu) DAET Ou O(À, m) À OLD EENESS 


en différentiant les deux autres, on a 
PANNE TIOY. 2e ®z 03 Dr. 
Ok Ou OX dou 0À 00m OÙ .? 
02% 07 dyN0Y, 0200 
A ie ie = 0; 
OÀ On dun dX 0m dm 0dÀ 0 ou 


d’où l’on tire 


dx 02y 0? z 


(0) du A 00 
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à moins que le déterminant LM — R? ne soit nul, auquel cas 
la surface serait une développable isotrope. Les équations (4) 
donnent 


_(ô) æ = pi(À)+o(u), V= (À) + 2), z = d(À)+de(n), 


O4, Dos Yis Hos Vi, Vo étant assujettis à satisfaire aux équa- 
tons L = o, M — o, c’est-à-dire 


NAN LE MERE La 
Lo +yr +0, 
Dé + Ye +V2=0o. 


1 à 


(2) 


Si l’on prend ©, (À)— 4, #:(u) = $, on aura la solution sous 
la forme donnée par Monge 


æ=a+$, 


ÿ = f(a)+ F(B), 


s=Vi( fiefs [ira ), 


d’où il paraît difficile de déduire des solutions réelles. Voici 
une autre solution due à M. Weierstrass. Posons 


LAGVA ss L/ 
Pi+{aV—i=—u%, 

L' 
! au Eee ii e- 
Di — {a V—1= RE 


la première formule (e) sera satisfaite, et l’on aura 


! 


9: 41 rate 
1 — uw? ANT ET PES Ge 


DT ! - 2x 08 HET du ; 
si l’on égale cette suite de rapports à > (u) > on aura 


D1 = 2 fo — u?)0"(u)du, 


YX1 = Vo fau) (u)du, 


Un IC O"(u)du. 
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Si l’on effectue les intégrations, on trouve 


T—u?,, j 
PR en D'(u)+uV(u)—O(u), 


X=V—1 ES 0"(u) — mu +0) |, 
di ud(u)—0(u); 


on satisfait de même à la seconde formule (es) en posant 


2 
n'(e)+on (vo) —n(P), 


EE Ll + p? 7 ! 
2 nt OO (0)! 
Ye = pr" (n)—n(v); 
el les quantités 


DE DH Ps YEN NES 


seront réelles si l’on prend 


il 


ETES 
O(u)=F(E+rny=1), n(v)=F(t ny} 


alors Ü(w) et n(e) seront des imaginaires conjuguées. Pour 


u=t-ny—1, (SE 


plus de détails sur les surfaces dont il s’agit, nous renverrons 
aux Leçons de M. Darboux Sur la théorie générale des 
surfaces, et au Mémoire de M. Ribaucour Sur les élas- 
soides, qui a remporté le prix à l’Académie de Belgique, 
le 16 décembre 1880. 

Nous ferons observer que, si la fonction F(£+ ny—1)est 
algébrique, la surface que l’on obtient est elle-même algé- 
brique, ce qui montre que, parmi les surfaces à courbure 
totale nulle, il y en a d’algébriques. 
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XVI. — Sur une classe particulière de géodésiques. 


Sur toute surface, 1l existe une classe particulière de 
géodésiques, que l’on peut trouver quand on est parvenu à 
mettre l'équation qui donne ds? sous la forme: 


(a) ds? — A(d}?+ dp?). 


Pour trouver les lignes géodésiques, 1l suffit alors de 
trouver une solution complète de l’équation aux dérivées 
partielles 


Si l’on suppose L —0o, cette équation s'intègre, quel que 
soit À, et 1l suffit de poser pour cela 


O—al+bu+c, 


pourvu que a? + b?— 0 ou b— <a ÿ— 1; ainsi, en prenant 
e—a(ituy—1), 
les équations des lignes géodésiques seront 
5 I 


de ast Oo / const 
const. u Bars 2 — CONnst:: 
58 A ; 


leur équation différentielle est dÀ © du / —1—0 ou bien 
d}2 + du? — o. 


Pour ces lignes, on a A(d}? + du?) — o ou ds? — o, en vertu 
de (x). Ce sont, comme l’on voit, des lignes de longueur 
nulle. 

: On voit que dans la surface étudiée au paragraphe précé- 
dent les lignes coordonnées sont géodésiques. 
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XVII. — Courbes harmoniques. 


Lorsque deux familles de courbes sont telles qu’en leurs 
points de croisement leurs tangentes forment un faisceau 
harmonique avec les tangentes aux lignes coordonnées, on 
dit qu’elles sont conjuguées harmoniques. 

1 ds désigne l’élément linéaire d’une cour s l'élément 

Si ds désigne l’él ca d’ be, ds l’élément 
linéaire de sa conjuguée, les projections de ces éléments sur 

5 ; 
le plan des zy devront former un faisceau harmonique avec 
les projections des éléments des lignes coordonnées; on 
devra donc avoir 


ÔV LM 0 VE TTIMOM NEO RIRE 
Ôr . N'OAIT OX retro 


AV) + 0PTOILMAYMNOTEATPE 


NOR OT 0x 0Y 
2 sets dy 
han OL oÀ 01 
te eV F4 
y ie Pr 
pe Op ou ou 
si l’on remplace Ôx par Me ONE ce Ô on trouve ce que 
P É PASS ou 25 00 q 
l’on pouvait prévoir 
ENVIES 
TES 
Taéorkme I. — Les lignes de courbure sont conjuguées 


harmoniques des lignes de longueur nulle. 


En effet, si l’on prend les lignes de longueur nulle pour 
lignes coordonnées, on a L—0o, M—0, 


ds? = R dx du. 
Quant à l'équation des lignes de courbure, elle.devient 


l d}?— m du? = 0 
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et se décompose en 


Vi di— ÿm du = 0, VE dk + y m du = 0; 


AIT dX , 
de ces deux équations, on üure des valeurs de Fs égales et de 
æ 


signes contraires, ce qui démontre la proposition énoncée. 
L'équation des asymptotiques prend la forme 


L dd? + m du? — 0, 


quand 7 — 0, c’est-à-dire quand les lignes coordonnées sont 
conjuguées ; elles sont donc conjuguées harmoniques, ce que 
‘on devait prévoir. 


XVIII. —— Composantes de la courbure. 


. > 1 . 
Nous considérerons la courbure - d’une courbe, en un point 


| P 

M de cette courbe, comme représentée par une droite dirigée 
suivant la normale principale; sur cette droite, à partir du 
point de contact, vers le centre de courbure, on compte la 


I 
longueur : : 


jf I \ M A ’ 
La courbure + à ce point de vue, peut donc être décom- 


posée en d’autres dirigées suivant des droites données; ses 
projections sur les axes sont ar Era Let 
ds? ds?° ds? 

Considérons une courbe tracée sur une surface : si l’on 
décompose sa courbure en deux droites dirigées, l’une suivant 
la normale à la surface, l’autre suivant une tangente, la pre- 
mière de ces droites sera la courbure normale, la seconde 
sera la courbure tangentielle ou géodésique. 

Soit 8 l’angle que fait le plan osculateur de la courbe avec 
le plan tangent à la surface : sa courbure tangentielle ou géo- 


désique sera 
cosô 


P 


2 
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et la courbure normale 
sin Ô 


Ë 


La première est nulle dans les courbes géodésiques et la 
seconde dans les lignes asymptotiques. Nous allons voir tout 
à l’heure la raison pour laquelle la courbure tangentielle a 
recu le nom de courbure géodésique. 


XIX. — Sur la courbure tangentielle ou géodésique. 


Lemue. — Soient R et R' les rayons de courbure de deux 
courbes AB, AB'tangentes en À. Si l’on prend sur ces deux 
courbes des longueurs AB, AB égales à ds, les tangentes 
en B et B' à ces courbes feront un angle dw donné par la 
formule 


(a) dure ee Se EE en (CRE 


En effet, si l’on mène, par un point O de l’espace O a paral- 
lèle à la tangente commune en A. Ob et O b/ parallèles aux 
8 ) 
tangentes en B et B’, si sur ces tangentes on prend 


08-08 =0%%: 


dans le triangle abb', on aura 


| 14 
Cbà ab= ab = 


et la formule 


2 


ab 2 ab ab'cos(ab, ab') 


F7 sr Sin 


donnera la relation (a), si l’on y remplace @b, ab, bb! par 
leurs valeurs (b), et si l’on observe que ab, ab’ sont parallèles 
aux rayons de courbure R et R'. 

Maintenant considérons une courbe quelconque AB tracée : 
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sur une surface : par les points À et B infiniment voisins, 
menons des arcs de géodésiques tangents AKC et BK; l'angle 
CKB sera l’angle de contingence géodésique; en l'appelant e 


et en posant AB — ds, le rapport -- sera la courbure géodé- 
L ds a 


sique au point À. En effet, prenons AC — AB; l’angle des 
tangentes en B et C à AB et à AC sera donné par la formule 


= 


| 


I I > 
DL A SR EPS A ! à 
Fe Re RRQ CRE ] 
mais, par le théorème de Meusnier, la géodésique ayant son 
plan osculateur normal à la surface, si l’on appelle 4 l’angle 
que le plan osculateur de AB fait avec le plan tangent, on aura 


R : 
RE = € Par suite, 


ds cos 
R 


(a) W = 


En général, les tangentes en B et C ne se rencontreront pas ; 
mais, si l’on suppose que la fig. 6 soit une projection sur le 
plan tangent à la surface en w, les angles ne différeront de 
leurs projections que par des termes du second ordre et, à ces 
termes près, on aura 


(b) w + w BC + BCw = +; 


dans le triangle géodésique KCB, on aura aussi, aux termes 
du second ordre près, 


K -— KBC + BCK — x 


ou 
e + W BC + BCw = x; 


1 
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de cette formule et de (b) on tire 
WU —E; 


on a donc, en vertu de (a), 


__ ds cosô 

ie R 
ou 

€ cos0 

ds CERN 


ce qui prouve le théorème que nous avons énoncé, et ce qui 
jusufie la dénomination de courbure géodésique donnée par 
Liouville à la courbure tangentielle. 

On a encore donné à la courbure tangentielle le nom de 
courbure de développement ; cette dénomination est justifiée 


par le théorème suivant : 


La courbure tangentielle d’une courbe est égale à la 
courbure de la transformée de celle-ci quand on la sup- 
pose tracée sur une développable dont elle serait la courbe 
de contact avec la surface proposée, quand on étale cette 
surface développable sur un plan. 


En effet, la courbure géodésique d’une courbe tracée sur 
une développable est égale à la courbure propre de sa trans- 
formée plane; pour établir ce fait, il suffit d'observer que les 
géodésiques d’une développable ont pour transformées des 
droites ; l'angle de contingence géodésique se transforme donc 
dans l’angle de contingence de la transformée plane, et, comme 
l'arc ne change pas de longueur après sa transformation, ceci 
démontre le fait énoncé; mais la courbure géodésique d’une 
courbe est la même par rapport à toutes les surfaces circon- 
scrites dont elle est la courbe de contact; donc, etc. 

C: TOP 


CorozLarre. — La courbe C tracée sur une surface S, 
et dont la courbure géodésique est constante, peut être 
trouvée comme il suit. Si l’on circonscrit suivant cette 
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_ courbe & à la surface S une développable D et que l’on 
étale cette développable sur un plan, la transformée de 
la courbe C sera une courbe de courbure constante, c’est- 
à-dire un cercle. 

L'équation différentielle de la courbe qui nous occupe est 
du second ordre et, en général, difficile à intégrer. 


XX. — Courbures tangentielles en coordonnées curvilignes. 


La courbure tangentielle joue un rôle important dans la 
théorie des coordonnées curvilignes : nous allons en calculer 
l'expression. 

Il est clair que le cosinus de l’angle 0 que le plan osculateur 
fait avec le plan tangent est égal au cosinus de celui que la 
normale principale fait avec la normale à la courbe située 
dans le plan tangent. Les cosinus directeurs de la première 


droite sont 
dx dy d?z 


PT , p ; 


P 


ds? 


ceux de la seconde sont 


VEM R2 | ds ds 
on a donc 
2x dy d?z 
ds? ds? ds? 
cosû dx dy dz 
RU LMSR: | ds ds ds 
P D: P' 
Or on a 
0x OY 0oz 
DAS POR OX 
à 1 0æ.- dy L dz 
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multipliant ces formules membre à membre, on a 


dx 0x dx dx dx | 
éd ds? j} > ds? ou ds? P 
cos ‘E I dx 0x D dx Ô0r seb 
as 3 FOR ETS LOIRE Te 
p (LM LT R2}? ds À ds ou ds 
0x K dx ; 
) 2? | 


ou bien, en observant que les deux premiers éléments de la 
dernière ligne du déterminant sont nuls, 


= cos® dix 07 dx 0x 

| V LM — R? VAE a ù LU 
Le dx 0x dx 0x 
ds? 0j dd ds OX 


ee dx 
us et - suivant les puissances et les produits 


7 


ce — Net" — y, et faisons attention aux identités 
: A 
dr dm _ 1 OL 4 
OA? OÀ 2 OÀ 
x 0æ OR 1 OL 
> DECO) Or Er : | 


nous trouverons ; 


Ë . (MR+uM) 


PATATE CAE 


Pre [5 (XR MIE _ (De “R)| 


VLM — Fe = 


TERME 
+ [55 (\'L+uR) 
oM OR" ; 

—(: su 5 RH) 


+ (A u'— p'\)(LM — R?). 
Telle est l'expression de la courbure géodésique; on voit que: 


La courbure géodésique est une fonction des seules 
quantités L, M, R, de leurs dérivées et de N, ul, AM, 
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On peut déduire de la formule précédente les courbures 
géodésiques des lignes coordonnées u — const., À — const. 
cos) cosûy 


que nous désignerons par “RE ne on trouve 
PA 7 Lu 
LM — R? A Dai ol REru ONE L Fe 1 
| PA 2LYL dÀ 2 VL 94 VE 
VIN cosûy R 0M 1 OM 1 OR 


Eu  oMVM 0 2VM OX YMO0k 


On peut déduire de là un théorème important, parce qu'il 
peut éviter au calculateur des recherches infructueuses, et 
qui peut s'énoncer comme il suit : 


TuéorÈme. — On ne peut pas, en genéral, tracer sur 
une surface donnée deux systèmes de lignes géodésiques 
qui soient orthogonales, à moins que celte surface ne soit 


développable. 
, cos0) cosy, 
Eneffet, sion suppose R = 0, ——° — o et RAGE les 
P} p. 
formules précédentes deviennent 
oL oM 


— —0 — —= 0; 
du [ OÀ 6 

la fonction L ne contient donc pas &, et la fonction M ne 

contient pas À; il en résulte que l’on peut représenter le carré 

d’un arc ds? tracé sur la surface par une formule telle que 


ds? = f(À1)d)? + fi(u)du?, 


ou même par un changement de coordonnées 
ds? = d\ + du?. 


Si l’on calcule alors la courbure totale K de la surface, on 
trouve K = o, relation qui ne peut avoir lieu que pour une 
surface développable, puisqu’un rayon de courbure principal 
doit être infini (p. 101). 
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XXI. — Nouvelle expression de la courbure géodésique. 


La formule (x) du paragraphe précédent 


LIRE SSL Vi de dr Vs dr 0e? Vs di 0e K de de 
(a) VLM-—R PT) ds Op dm CS? Oft dm GS OÀ 


peut s’écrire comme il suit : en appelant z et 7 les angles que 
fait ds avec les lignes coordonnées, on a 


Véro _ dydrdr dr do 
éd ds? 0 OUR 9À Dee ds üÀ 
__ dVLcosi jee OR er 0M ) 


re ee 
ds x M2 SOUS 


et 


SE PEU eo JTE 


ds op 
donc (x) devient 


cos 


Ar 
dyLocosi 1: 2. OR ., n 0M 
ES Vi c03 | ARE ESS ESS 2 TEE us) | 


4 — VE cos | SVP EL CE SSS as) |. 


ds \ OU ue Op 


On remarquera que les coefficients de VM cos et VL cosi 

sont les premiers membres des équations des lignes géodé- 

siques. ; 
Cette formule se simplifie en supposant les coordonnées 


orthogonales. Alors R — 0, J — - — 1,et l’on a 


CON RROMEAT 4 He dyL cos 1 0L 200 M , 
SR CUR Toas ds 2 OX > OX 
= we à COSL dyM VM sin “ — Us oL 11222 L 0M u'? . 
ds 2 OÙ 2 Ou 


Effectuons la différentiation indiquée et observons que l’on a 


cost = ÿL\, siné = yÿMu'; 
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nous aurons 


Or cos?1 + sin? — 1 ; donc 
L\2+Mp?=1: 
et, en divisant par LM, 


/L \2- M We 
ten > 


l'équation (y) devient alors 


cosÔ di l É FOR OdLE: 
= Sr E-phEs75 ON AU pre | : 
P ds 7, YLM \o ù à 


. . Ê . T [ 
Faisons successivement & — 0, & — ne el appelons : la cour- 


, pes » I I 
bure géodésique de la ligne ds; appelons peus cs les cour- 
FA Tu 


bures géodésiques des lignes coordonnées ; nous aurons 


I I OL I I oM 
= EM RE D ne) 
MON SLYMOR Ye 2MYL 9À 
par suite 
I di EN I — 
eV LL+ M p' 
Y CLS RTS V Yu V 
oenCOre 
ei di COST  sinz 
se ds AT LET ! 


formule découverte par M. O. Bonnet et qui permet de mettre 
les équations des géodésiques sous la forme 


di COSC sin Z 
CS Y  REe —— A 
ds YÀ Vu. 
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XXII. — Théorème de M. O. Bonnet. 


On peut donner de la courbure géodésique une expression 
remarquable due à M. O. Bonnet. Si l’on désigne par dx, 
dy, dz et par Ôx, dy, ds des déplacements effectués sur la 
surface dans deux directions rectangulaires, on aura évidem- 


: ’ NE cos 0 
ment l'expression suivante de la courbure géodésique ee de 


la courbe dx, dy, dz 


p ds? Ôs ds? ÿs ds? Ôs 
ou 
cos dx dx 
(a) sat en LE 
P ds? ÔS 
orona 


) dx? — ds?, > 0x? — Ôs2. 


Si l’on différentie la première de ces formules avec la carac- 
téristique à, on a | 


(b) D dr dr = ds à ds; 


si l’on différentie la condition d’orthogonalité 


ÿ dx dx —0 


avec la caractéristique d, on a 


Dax dr + dr dx 0. 


en vertu de (a)et (b), cette formule donne 


(ES cosû ù ds 


p ds ds 
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XXIII. — Théorème de Lamé. 


Supposons que AB (/ig. 5) représente la ligne coordonnée 
u = const. et AD la ligne coordonnée À — const., supposons 
les coordonnées orthogonales et soient DC la ligne dans 
laquelle se change AB quand se change en + Au et BC 


celle dans laquelle se change AD quand À se change en 
À + A}. Par les points À, B, C, D menons des ares de géodé- 
siques tangents aux côtés du quadrilatère ABCD : nous for- 
merons un octogone géodésique APBOCRDS dont les angles 
seront donnés par les formules 


À — PT —€ B=- Rx En AATES.. 
, À; PMR u. + A)Eu; 


C= 


CA CARS 


, R = 7T— 2: + Ay=h D=—= 


e1 et e, désignant les angles minima que font les tangentes 
géodésiques en D et en B avec les tangentes en A. Expri- 
mons que la courbure totale de notre octogone est égale à 
l'excès de la somme de ses angles sur douze droits ou sur 
6x (p. 115); nous aurons, en appelant K la courbure totale 


de la surface en A et S, la surface ABCD 
SK = Ajey + Aner 


S) 
» EX — —— en appelant y, et y) les rayons 
Tu TA i Ds 


ds U, d 


SERNICIMES 
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de courbure géodésique des lignes À — const. et x = const. 
et sy, sx les longueurs de leurs arcs; on peut donc écrire 
l'équation précédente 


CA MEN 0 ds\ y 


K VLM GX du = — 
{ ÿ LM dX dy SA + 5e 


ou bien 
MR NE 9 VM dÀ du, 0 VL d} du 
OX: Yy Om 
ou encore 
a ue 
TT OM : 00027 le = D 
VLMR = ER MS VE TT; 
2 UM À Yu 2VL 9 YA OX op 
or (p. 135) on a vu que 
L LUE UE CLR 
YX _oLYM 06 Yu. 2M VE 0 É 


donc la formule précédente peut s’écrire 


a: A 

: l 1 TALIUUE YX 

K =" EE RER 
Yé Yi yVLa VMoôy 


Telle est l'équation de Lamé qui doit avoir lieu pour que 
le système de coordonnées soit orthogonal. 


XXIV. — Courbure normale et courbure propre. 


La courbure géodésique s’introduit bien plus naturellement 
dans la théorie des surfaces que la courbure ordinaire ou 
propre des courbes tracées sur ces surfaces. Toutefois, si l’on 
tient à calculer la courbure propre d’une courbe, 1l faut cal- 


; ; "E cos 
culer sa courbure tangentielle ou géodésique Co et sa cour- 


sin 


s] : Ë : 
bure normale : la racine carrée de la somme des carrés 


: I 
de ces courbures fournira la courbure propre “ 
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La courbure normale est celle qui se présente tout d’abord 
quand on veut calculer la courbure d’une courbe tracée sur 
une surface; et, en effet, si l’on se donne les cosinus direc- 
teurs de la tangente à cette courbe «, b, c au point (x, y,3), 
les cosinus directeurs a, b', c' de sa normale principale; si 


_ 


0?3 


r, 5, t les dérivées se 


, ALT. 03 oz 
l’on appelle p, q les dérivées FRET 
oz 03 


- du 3 de la surface, p le rayon de courbure de la 
0x dy” dy? : : 


courbe, 0 l’angle que fait le plan osculateur de la courbe avec 


le plan tangent à la surface, on aura 


! b' RER A 
sin0 — 2? EReZ æ 
+ yp?+qg?+1 
72 d? l? z 
et; en observant que d'=- —= Q d ce b P _ = \ . : 


sing ds Ta ds 


P de + ÿp?+ qg? +1 


ou, en observant que 
dr As 0 dx \? dx dy dy \? 
P ds? gi q ds? A ds2 CEE [r (2) r 25 ds ds a () | , 
on a finalement 
: ‘ ue 
sing I (2) Ps dr H+(t) | 
P a 24 2 qi ds ds ds ds 


sin 0 É , 
C'est donc la courbure ée qui se présente quand on 


cherche “ Cette formule, quand on y fait Ü —o, est celle 


que l’on a trouvée (t. IT, p. 458) et dont on a fait usage pour 
l'étude de la courbure dans les sections normales; elle con- 
tient la démonstration du théorème de Meusnier. 
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La courbure normale en coordonnées curvilignes sera 


donnée par la formule (p: 99) 


sin0 2 orl'u+ mp? ; 
È V LM — R2(L\2+2R\'u- Mu) 


la courbure d’une asymptotique est égale à sa courbure géo- 
désique, celle d’une géodésique à sa courbure normale. 


XXV. — Torsion géodésique. 
a, ue Ll - r r . , ds 
Soient — la torsion géodésique d’une courbe, dr — TT son 
e] 

angle de torsion; dY l’angle que fait la normale à la surface 
avec le plan tangent à la courbe normale à la surface menée 
par le point infiniment voisin; soit enfin 0 l’angle que le plan 
osculateur à la courbe fait avec le plan tangent à la surface. 
Nous avons vu que (p. 25) 


db = dr + dÿ; 
nous aurons alors, en divisant les deux membres de cette 
mx I 
formule par l’élément d’arc ds et én observant que F est par 


EE . dy 
définition égal au rapport — ; 
O ds 


En appelant &, $, les cosinus des angles que la normale 
à la surface fait avec les axes, nous avons trouvé (p. 24) 


| 

(a) ds dy — | œ B y 
| 
| 


or & est égal d ee OU" ——— donc 
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Si de la troisième ligne on retranche alors le produit de la 


seconde par WLM — R? 4 TA ee cÉ on trouve 


| dx dy dz | 
PRES L | ! 7 
M piMenc? PRO 
ADN ELEC 
Or 


DP=LM—R°- RENE 


en mulupliant membre à membre, on a 
0 Ld\+Rdu Rdi-+M du! 
(LM — R2}? ds dh — D 0 oO : 


p dp — dp ee dp 
DÉS OR CRE 


ou en observant que Dre LM = 'R?2 


| (LM — R?) ds dy 


(db): 
= — (Li + Rd) Ÿ dp + (Rd + M dy) Ÿ dp. 
Orona 
0x 0x 0x 
Dne=-dDru Drdr 


ou 


_ dr 
RE  ) 


= —(rdk-m nes Ê 


» dp = —(ld\- r du); 


la formule (b) donne alors 


(LM — R?)ds dd — (Ldk +R du)(r dl + m dy) 
—(R dk +M du)(l dx + r du). 
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_ 1 v' 4 LEE 
En appelant alors — la torsion géodésique, on a 
C1 


[A'2(ZR— Lr) 
+ \'U(IM— mL)+ uw?2(rM— mR)]; 


I ==] 
(21) g LM—R:? 


} FREE : | | 
en égalant — à zéro, on retrouve les équations des lignes de 
& 


courbure. En prenant les lignes de courbure pour lignes 
coordonnées, on a 


en appelant alors e et = les courbures principales, on a 


ou 


ou encore 


Le _ COS£ é 
) + D OS ee FR ° 


Cette formule (c) pouvait se démontrer en partant de la 
formule (a) et en supposant que l’on ait pris le plan tangent 
et les sections principales pour axes. Le calcul est très simple, 
nous nous dispenserons de le faire. 


La formule (ce) peut s’écrire, en posant a = - LR LEE 
(c)p P or 


J , . 
(A) — = 4asIn2t. 
C1 , 
La torsion géodésique d’une courbe ne dépend donc que 
de l’orientation de cette courbe par rapport aux lignes de 
courbure et elle varie comme le carré du Re vecteur d’une 


lemniscate de Bernoulli. Si l’on observe que = #3 = + 2 = 
S S 
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en vertu du théorème de Lancret, on voit que, pour une ligne 
géodésique, dû étant nul, on a 
= asin2 
 — 1 t. 
44 
Donc la torsion d’une ligne géodésique ne dépend que 
de son orientation et varie comme le carré du rayon vec- 
teur d’une lemniscate de Bernoulli. 
La torsion d’une géodésique tangente à une ligne de 
courbure est donc nulle. 


Donc enfin une ligne de courbure ne peut être géodésique 
que si sa Lorsion est nulle; donc : 


Pour qu’une ligne de courbure soit une ligne géodé- 
sique, il faut qu'elle soit plane, et que son plan soit par- 
tout normal à la surface. 


Enfin on voit que les torsions géodésiques dans deux 
directions rectangulaires ont une somme nulle. 

La formule (A) fournit aussi une expression remarquable 
de la torsion d’une ligne asymptotique; le plan osculateur 
d’une asymptotique étant tangent à la surface, on à 


D —=N 40.0 
et 
AE 
& 7 


en sorle que pour une asymptotique comme pour une géo- 
désique, on a 


" = a sin: D € L Pn ue 
T — 21— - Sin2 R, R, /? 
mais on a 
D vMae sin2i—=2yLM\p, 
VE d 
donc 


L ae I PER 
(B) no) re 
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mais l'équation des asym ptotiques est 


LX2- mu2—o, 


L\2+Mu?=1. 


En remplaçant dans (B) \ et x/ par leur valeur tirée delà, on 


trouve 
DRE VEM — m (a LE E): 
L Lm—Mt \R R; /? 
et, si l’on observe que De OS on a facile 
) NE Feat: TU M ren 


XXVI. — Des surfaces applicables. 


On dit que deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre 
quand on peut faire correspondre leurs points deux à deux, 
de telle sorte que deux arcs correspondants infiniment petits 
soient toujours égaux. 

Supposons que l’on ait tracé sur deux surfaces un système 
de lignes coordonnées : soient À, u les coordonnées curvilignes 
d’un point M de la première surface, N, x les coordonnées 
du point M’ correspondant de M sur la seconde surface, ds, 
ds' deux arcs correspondants passant en M et en M’. On aura 
pour ds? et ds'? des expressions de la forme 


ds? :=Ld}? +2R di du + M du?, 
ds’? = L'd\'?+2R'dl'du — M'du?, 


el pour que les surfaces soient applicables l’une sur l’autre 
on devra avoir ds — ds! ou 


(A) Ldk?+2Rd)du-+M du?= L'a1?--2R'd1' du + M'dp?. 


Mais dire que les points M et M’ se correspondent, c’est dire 
que, M étant donné, M’est déterminé; donc on doit supposer 
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}/ et x fonctions de k et x, de sorte que ds'? peut se mettre 
sous la forme 

L, d}? —+ 2 R; dÀ db. —+ M, du?, 
en prenant pour variables À et 1. Rien ne nous empêche alors 
de supposer les quantités N et 4’ égales respectivement à À 
et à x : la formule (A) devant alors avoir lieu quels que soient 
dx et du, il faudra que l’on ait 


DL, M—M, N—N: 


réciproquement, si pour deux surfaces les éléments ds? et ds”? 
correspondants affectent la même forme, ces surfaces seront 
evidemment applicables l’une sur l’autre. | 

Nous avons vu que l’expression de la courbure d’une 
surface ne dépendait que de L, M, N (p. 105) et de leurs 


dérivées ; il en résulte le théorème de Gauss : 


Tasorëme DE Gauss. — Pour que deux surfaces sotent 
applicables l’une sur l’autre, il faut que leurs courbures 
totales sotent les mêmes aux potnts correspondants. 


En effet, la courbure totale étant une fonction de L, M, R 
et de leurs dérivées, si l’on observe que, pour que les surfaces 
soient applicables, il faut que les L, M, R soient égaux, il 
faut que toutes les fonctions de L, M, R soient les mêmes 
dans les deux surfaces, et, en particulier, il faut que les 
courbures totales soient les mêmes. 

Mais il ne suffit pas que les courbures soient égales aux 
points correspondants pour que les surfaces soient appli- 
cables l’une sur l’autre. 


Tuéorëme Il. — Pour que deux surfaces soient appli- 
cables l’une sur l’autre, il faut qu'une géodésique quel- 
conque de l’une ait pour correspondante une géodésique 
de l’autre. 


Ce théorème résulte, comme le précédent, de ce que les 
géodésiques ne dépendent que de L, M, R. D'ailleurs toute 
L. — Traité d'Analyse, VII. 10 
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ligne minima de l’une doit être une ligne minima de l’autre, 
puisque toutes les lignes correspondantes doivent êtré égales 
entre elles. 

Liouville a donné de la courbure totale K d’une surface 
diverses expressions que l’on vérifiera aisément en les com- 
parant à la formule générale de Gauss, ou en les calculant 
directement. 

1° ds étant de la forme L 41? + M du?, 


K e are d 3 


NIMES 


yu et yà désignant les rayons de courbure géodésique de 


u == const. et À — const. 
2° ds étant de la forme R 4 du, 


1 OR 1 OR OR 


K= Se ———  — —. 
R 910u  R?9X dn 


3° ds étant de la forme Ld} + du?, 


Quand A = const., on a K — o et la surface est développable. 


XXVII. — Methode pour rechercher des surfaces applicables 
les unes sur les autres. 


Soient S et S' deux surfaces; soient À, x des coordonnées 
curvilignes relatives à la première surface, N, x! des coor- 
données curvilignes relatives à la seconde; soient ds l'élément 
d’arc tracé sur la première, ds' l'élément d’arc tracé sur la 
seconde; soit enfin K — f(X, x) la courbure totale de la pre- 
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mière, K!= f’(\', u') la courbure totale de la seconde; soient 


enfin 
ds = La? +2Rdidu + Mdr’, 


ds"? = L'd)'?+ 2R'dl'du'+ M'du”?. 


Pour que nos deux surfaces, S et S’, soient applicables l’une 
sur l’autre, 1l faudra d’abord que l’on ait, en vertu du théo- 
rème de Gauss, K — K’, ou 


A CA, u'): 


cette formule ne pourrait pas être satisfaite dans le cas où f 
se réduirait à une constante, à moins que /’ ne se réduise à 
la même constante. Nous écarterons d’abord ce cas. 

Prenons alors f = f' pour variable indépendante, et sub- 
stituons cette fonction à la place de l’une des variables À, u; 
en d’autres termes, supposons que À soit précisément la cour- 
bure totale de Pune et l’autre surface. On pourra écrire 


(a) ds? = Ld}? +2RdAdn + M dp?, 
(8) ds'?= L'dX2-+ 2R'd4X du'+ M'du”?. 


Maintenant pour que nos surfaces soient applicables l’une 
sur l’autre, 1l faut que l’on puisse exprimer x en fonction de 
k et x, de telle sorte que 


As As 
posons donc 
PAUL. du’ 
du. == AY dÀ —— DE du, 


la formule (f) deviendra 


[\ 9 ! 
ane [ue (A) nee nan 


À ur 9 DONS 
+ (ar am TE) du + M (Æ) dp?, 


et, pour que ds? = ds'?, 1l faut et il suffit que, en comparant 
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avec (x), on ait 


OÀ 0À 
ni , du à Ou Ou 
, (0m \? 
M=M ( ) 


la seconde 
Op ON, 00 RER 
PAT (R- e #e M ve 


la première 
L=L'+M'y?+ 2R'0, 
ou 


/M'— ATEN A _R' A 
LAN (ET TS a or RAVM'=R'VM 


M'/M M'VM 


c’est-à-dire 


.. R?M'—R2M 
LE LE EE 

ou 

: RAR UNRE 

(0) LEE Lee 


Pour que x et Ÿ puissent être regardées comme des dérivées 
d’une même fonction y’, il faut que 


ou bien, faisant usage de la lettre d pour le cas où X, pet y 
sont variables indépendantes, 


dus  dw dy d4 
: —— VV = LIRE 
ce A du" du du 
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on n’aura pas besoin de recourir à cette équation (es) si (à) 


k : : A: A OLL 

contient x’, car, en le tirant de là, on pourra vérifier si .. | 
ou 

et si  — L. Si(Ô) ne contient pas w/, elle sera identique; 

UT FES où 

(e) devra avoir lieu, on en déduira x/ et l’on verra si me tr 
. 0u : 

et si = — Ÿ. Dans ce cas les surfaces seront applicables. 
XXVIII. — Étude du cas où la courbure est constante. 


Nous avons vu que, sur toute surface, on pouvait trouver 
un système de coordonnées, telles que la courbure püût se 
mettre sous la forme 


ou 1 /o2logA  dlogA\ 
— = — — (e) - PIRE ST . 
2 Aer à da ( oÀ2 ou? ) k 


sur ces surfaces, on à 
(b) ds? = A(d\2+ du). 


s de I 
Voyons à quelles conditions la courbure + =: Sera constante. 


Ce cas ne pouvant être traité par l’analyse précédente, il con- 
vient de l’étudier à part. 
Si l’on fait 


EST ME A HV - 1-0, 
la formule (a) devient 


d2log A ÂÀ 
(ce) FAN RO EPTE 
ou dv 2 a? 


cette équation a été intégrée, comme il suit, par Liouville 
(voir les notes à la Géométrie analytique de Monge, dernière 
édition). On pose 


eo 
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la formule devient alors 


02109 VE H00MET 


Ou du 2a 
ou, en intégrant, 
0 log A 0 
JR ER 


f(c) désignant une fonction arbitraire. Multiplhiant par es 
U 
il vient 
CP 
dudp 24? F. 


CP  T = 


el, en intégrant, 


on 
0p 4 a 


- +0 f(e)+ F(e)=o, 


F(+) désignant une nouvelle fonction arbitraire. Soit æ(+) 
une solution particulière de cette équation : posons 


(d) 0—wm(v)—; 


nous aurons 


m?(#) 
m'(P)E Wu 


+m(v)f(v)+ F(v)=o, 


; | 
ne é % a [—20(9)4 + PRET RMEERSE 


I 
Divisons par 4? et posons d — 7? NOUS aurons 


ot | 
nl o2r 0) EEE 
ou 
. m(e) I | 
ere de sa [+4 0 


On peut intégrer cette équation linéaire, et, si l’on pose 


Y(o)=— Le fedora, 
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on trouve 
C=[P(u)EY(o)] — 


4a2w" nes 


D(u) désignant la constante d'intégration. 
On en conclut, en vertu de (d), 


“ , ga?W"(v) 
aire P(u)+W(e) 
et 
| Dole av) Du) 
Ai DT CITE TOI 


Pour que À soit réel, ® et Y doivent être conjugués; posons 
donc | 
P(u)=a+8y—:, Pivh=d"9V 1 


on à 
P'(u)(dX + du ÿ—1)= da dB ÿ—\1, 
MAT du 1) = da — dB ÿ 1, 
et, par suite, . 


D'(u)Y'(0)(d1? + du?) = da? + df?; 
la formule (f) peut s’écrire alors, en prenant le signe +, 


4 a?(da? + df?) 1 


À — b 5 D 
4 a? d)?2 Sr du? 


et l’on a 

a? 
: CREME 2 ER D p) AV 
(&) ds? = > (du? + df?); 


si l’on prend le signe —, on à 


A fard + dft) 
à ARTE dut? 
(A) ds? =  (da?+ dB?). 


Les équations (g) et (k) montrent que les surfaces qui ont 


1 + 
même courbure constante + _ sont applicables les unes sur 


ou 
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les autres, puisque l’élément ds y a sur toutes la même 
forme. En particulier, toute surface dont la courbure est 
positive et constante est applicable sur une sphère. 

Parmi les surfaces à courbure constante se trouve une sur- 
face remarquable appelée pseudosphère : c’est la surface de 
révolution engendrée par une tractrice (développante de chaï- 
nette) tournant autour de son asymptote. Dans cette courbe 
le produit du rayon de courbure par la normale est constant; 
elle engendre alors, comme il est facile de le voir, une surface 
de révolution dont les rayons de courbure sont la normale 
et le rayon de courbure de la tractrice, et par suite dont la 
courbure est constante. 

En général, les courbes planes dont le produit du rayon 
de courbure par la normale est constant sont compliquées ; 
leur équation renferme des fonctions elliptiques, comme il 
est très facile de s’en assurer. 


XXIX. — Quelques propriétés des surfaces à courbure constante. 


On peut parvenir plus directement aux résultats obtenus 
au paragraphe précédent : en effet, en prenant les coordonnées 


de Gauss, on a 
ds? = dr? + G2df?, 


x sed 
et, en exprimant que la courbure Æ — -3 est constante, on a 


L'ACIRA 
G or 
et, par suite, 
G=Acosryÿk+Bsinr Vk, 


À et B désignant des fonctions de 8 seul. Or, pour r = 0, 
G— 0; car, en supposant r constant et infiniment petit, on 
a ds — G df et ds — r dû: ce qui exige que G = r et que, 
par conséquent, G s’annule avec 7. La formule précédente 


donne alors 
G=Bsinr ÿk, 
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et l’on a 
ds? = dr? + B?sin?r ÿk db? 
— sin?r ÿÆ se + B? db? 
sin? ÿÆ 
ou 
ds? = sin? r ÿk (da? + d£?), 

en posant 

ip cs — ) d8 — B di. 

sin r ÿk 


Toutes les surfaces ayant même # constant sont donc appli- 
cables les unes sur les autres. 
Considérons maintenant une surface de courbure Æ et une 


; I , 
sphère de rayon vo ces deux surfaces sont applicables l’une 


sur l’autre; un triangle géodésique ABC de la première sur- 
face sera donc applicable sur un triangle sphérique ayant les 
mêmes angles À, B, C et les mêmes côtés ak, bVk,cVk; 
les formules de la Trigonométrie sphérique s’appliqueront 
donc au triangle géodésique en question, et l’on aura 


sin a VÆ __ sind VÆ " sin e ÿÆ 


Ho UN, sin Bret pin: 


2 


Ces formules subsistent lors même que k est négauf, c’est- 
à-dire lors même que les rayons de courbure sont de signes 
contraires. 

Nous allons en donner une démonstration tout à fait géné- 
rale. À cet effet, reprenons les coordonnées de Gauss; le ds 
de la surface sera donné par la formule 


(a) ds? = dr? + G2d82, 
la courbure constante par la suivante 


ALES 


SENTEE 


d’où l’on tire, comme plus haut, 


(b) G=Bsinr ÿk, 
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VA pouvant être réel ou imaginaire et B désignant une fonc- 
uon de 6 ne contenant pas r. Enfin l'équation différentielle 
des lignes géodésiques sera 


dcosi _ , 0G =) 
(Hs AE T(% 


ou, en vertu de (D), 


d cost fie Le 
Mas 2 . 
mi) nr — B VEsinr Vécosr VE (T) : 


les formules qui donnent t deviennent 


(d) dû  sint sin dr Se 
nn le mem Al mem re sec 72) + UE ; 
ds G Bsinr V4 ds 
en vertu de ces formules, l’équation (c) des géodésiques 
devient 
d 


TE HAL — 
je siné — ÿÆsin?é cot r VÆ 
s 


dr 
et, en remplaçant ds par ER 


— di  VKkdr 


tange tangr V4 


L'intégration donne 
sincsinr Wk = const. — sinwsinro V£, 


en désignant par r, et & deux valeurs particulières de r et 5; 
on trouve ainsi 


sin£ sin ro VÆ 


. . et À M et 
+40 sin r ÿ4 


(P) 


ce qui permet d’énoncer le théorème suivant : 
qui P 


Sotent a, b, c les côtés, À, B, C les angles opposés d’un 
triangle géodésique tracé sur une surface à courbure 
constante : on a les relations 


snayk sin b VÆ sin ce ÿÆ 


Le sin Ace Un bte cir Os 
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ce qui va nous permettre d'écrire les formules (f) ainsi : 


sin? sin to sin Ô 


(&) sin 70 Æ _ sinr VÆ “ sins VE 


en appelant s le côté opposé à l'angle 6, c’est-à-dire en sup- 
posant que 7, corresponde à la ligne coordonnée 0 — 0. 
Reprenons la formule (d) 


dû sin£ sin? £ 
M en tr RULES 
ds  Bsinryÿ£  Bsinro V’Æ sin & 


(h) 


des formules (2) on ure 


sin?20 AIN 2 ED. 
ñ EN — F ) 
sin?sy#Æ  sin?r, A 


en divisant alors la formule (2) par celle-ci, on a 


TX AS LES TT VÆ 
sin?0 ‘ sinsÿX  BSint 
ou 
, B dû ds sin ro VÆ 
(à) = Le 


Sin?0  sin?sÿ/Æ Sin 


Nous supposerons ÿÆB—1, ce qui ne diminue en rien la 
généralité de nos conclusions; cela revient à supposer 


> 
ds? = dr? + —- sin?r ÿk db}, 
VA 


ce à quoi l’on arrive en prenant pour variable [8 d4 à Îa 
e 


place de 0; la formule (5) devient en intégrant 


cotÔ — cots VÆ sinrovA + const. 
SIN Lo 
ou 
cotô sinë — cots ÿÆsinrsÿÆ = const. 
ou 


cos 0 sin coss VÆsinr, VA 
+ — CONS. 
sin Ô sins 4 
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ou 
cos6 sin r WÆ — coss ÿk sin ro VÆ 
sins ÿÆ 


= const 


si alors.on fait s — 0, r —7,, on trouve 
cos ro VÆ COS £g — Const. 
On a donc finalement 
cotÔ sin — cots ÿÆ sin ro WÆ + cosry Æ cos, 
ce qui établit les formules 
cota ÿÆ sinb ÿk = cosb ÿKcosC + sin CcotA, 


lesquelles jointes aux formules (A) permettent d'établir entre 


À, B, Cet a ÿk, b VE, C VE toutes les formules qui ont lieu 
entre les angles et les côtés d’un triangle sphérique. 

Bien entendu, quand X est négauf, les lignes trigonomé- 
triques seront remplacées par les fonctions hyperboliques de 


même nom. 


Une remarque avant d'abandonner ce sujet : considérons 
la formule 


cos À — — cos B cos C + sin B sin G cos a ÿ#; 
sil'ony suppose BÆC— =, elle devient 
2 


cos À — cos a VK. 


: 16 : PAU : LE 
S1 k est positif et égal à gs 90 en tire pour a une valeur 


réelle; sur une surface à courbure positive, 1l existe donc des 
triangles birectangles ; en d’autres termes, deux géodésiques 
perpendiculaires à une troisième se rencontrent toujours. 
I 


R: la formule précédente donne 


Si, au contraire, # — — 


etR = e—ak 


cos À — ) 


d’où l’on ne peut tirer de valeur admissible pour A, le pre- 
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mier membre étant moindre que 1, le second plus grand; 
donc : 


Sur une surface à courbure constante négative, deux 
géodésiques perpendiculaires à une troisième ne se ren- 
contrent Jamais. | 


Il y a plus, si, dans la formule 


cos A — — cosB cosC + sinB sinCcosa ÿÆ, 


. T . x . 
on fait seulement B— =: il faudra que C ait une valeur 


. T e ; 
moindre que > pour que À ait une valeur réelle quand a est 


donné ; 1l y aura donc, si je puis m’exprimer ainsi, un angle 
de parallélisme, et pour une valeur donnée de & un angle C 
limite, séparant les géodésiques rencontrant la perpendi- 
culaire en B à à, de celles qui ne la rencontrent pas. 

La géométrie des géodésiques sur une surface à courbure 
constante négative présentera alors une grande analogie avec 
ce que l’on a appelé la géométrie non euclidienne, c'est- 
à-dire avec la géométrie plane de la ligne droite démontrée 
sans admettre le postulatum d’Euclide. 

(Voir les travaux de Bolyai et Lobatchefsky, analysés par 
M. Houël dans les Mémoires de l’Académie de Bordeaux, 
et les notes de la dernière édition de la Géométrie de 
MM. Rouché et Comberousse.) 


XXX. — Surfaces applicables sur le plan. 


Soient «, B, y les coordonnées d’un point d’une surface 
applicable sur un plan; x, y les coordonnées du point cor- 
respondant du plan. En égalant les éléments d’arcs tracés 
sur les deux surfaces, on a 


da? + d$? + dy? = dx? + dy?; 
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en remplaçant da, d$, dy par leurs développements et en 


identifiant, on à 
dar? 08\2. AVE 
Ge) COEUR 


da do Re CÈ op dY dre 
0x dy 0x dy 0x dy 


PROÈCE 


en différentiant ces équations par rapport à x et à y, on trouve 


(a) 


0x 02@ da da 


0x 07? di 07 070 — 


da Pa . da d?a Ni 
DE 0% 0y dy 0x? Hi 


fe OT 4; OT DEMNNSEE 
> 0x dy? dy 1 


dx da 18! x a 
0YLDE OVER dy dy? Hé 
Ces équations, convenablement combinées par soustraction, 
donnent 
da 4 Eu OX EURE TUE da a 
HOT NES 0x 0x OV — 4 0æ dy?? 
da PA 0x d2a nee da da 
OY) JAUNES dy 0x0  ” dy dy? 


Si, pour abréger l’écriture, on pose 


9(B,Y), : :p.7 20 2) NTM 
0(æ, y)’ _ d(æ,ÿ) 0(&, y 


les équations précédentes montrent que 


22 a 0? 0? 

dx? es . dE . Gi 
Pa DRE LR 0 DO TVNNE 
0x 0y dx dy OL" 0 V0 
224 226$ + y . c 
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on en conclut 


Da, Ma AB, Of dy, dy. 
0x?  Oxdy 0x?‘ 0x0 0x?‘ 0x 07? 
RAA 
? 0x” 0x 
quantités dépendent donc d’un même paramètre {; on voit 


’ da 08 dy = . 
d’une façon analogue que -—;, - =, -! sont également fonctions 
< DenrCur 


d’un même paramètre {'; enfin la deuxième équation (a) 


par suite, . ont leurs dérivées proportionnelles. Ces 


montre qu'entre t et L' il existe une relation : donc les six 


Pr , 04 0Y ) A \ 
dérivées Pr sont fonctions d’un même paramètre 4. 
Or on a 

EUR FOUR 
dx 08 : 


et, par suite, 


9 D dY da NCA 
0x da 0x 08 


08 = 0y 07. “A 08 
0x ÜpetL02.07 … 06 dy 
D) A A 2 
. et sont donc des fonctions d'un même paramètre ou, si 


08 


$ on veut, 


_ce qui est l'équation des surfaces développables. Ces surfaces 
sont donc les seules qui soient applicables sur un plan. 


XXXI. — Théorème de Bour. 
Toute surface hélicoidale est applicable sur une sur- 
face de révolution. 


Toute surface hélicoïdale peut être représentée par les 


équations 
(A) T—=4@COSp, Y—asiny, 3=kp+4(a); 


en supposant & constant, on obtient des hélices. Cherchons 
leurs trajectoires orthogonales, et soit u — const. l'équation 
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de ces trajectoires; prenons w à la place de © pour variable, 
nous aurons 


(EA. FAO f 00 
dx = da cosy — asinv _. da — asinv in du, 


do do 
dy = da sing + a coso = da acosg = du, 
00 (ee) 0 
ds = À de, da +k + du + V'(a)da; 


on en conclut cette expression pour l’arc ds? 


| 0o \2 
ass = das | 1+ a D + 2 (5 +) Fe ÿa(a)+akÿ(a) À] 


Ja d 09 0o pa do do pue 
2 da du | a da du da où IC) 


2 0 
ET 2 2 1 2 : 
NAT: | < ( ) er, (SE) | 


Si u — const. est l'équation des trajectoires orthogonales des 


2 
ou 


hélices, il faut que le coefficient de da du soit nul ou, comme 


09 


D ne saurait être nul, que 


(a+) kY(a)=0; 
(0 0 A 114 


on déduit de là 


# EE (a)da L'AuN 


a? + k? 


f (u) désignant une fonction arbitraire; ds? prend alors la 


forme 
ds? =F(a)da?’+(a?+k2)f?(u)du?, 


et, si l’on fait 


TAG, VF(a)da = do, 
on a 


(a) ds? = do? + H(o)df?. 
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Mais, si l’on considère une surface de révolution, elle peut 
être représentée par les équations 
Mur COS, y =rsin0, ZT) 
et l’on a 
ds? = dr?(1+w'?)-+ r?2d0?. 
Si l’on fait 
dr i+w2= do, 
il vient 


(6) ds? — ds? + W(s)d0?; 


si alors on choisit & (7), de telle sorte que I(S)— H(s), les 
valeurs (x) et (8) de ds seront les mêmes pour la surface 
hélicoïdale et la surface de révolution. Ces deux surfaces 
seront applicables l’une sur l’autre. Donc toute surface héli- 
coïdale est applicable sur une surface de révolution. C’est 
le théorème de Bour. 

Pour donner une application de ce théorème, considérons 
l’hélicoïde à plan directeur 


æ = a COS, y = asiny, = Ko, 


conoïde engendré par une droite qui s'appuie sur l'hélice 
représentée par les mêmes équations, où «a est constant, et 
sur son axe en restant sans cesse perpendiculaire à cet axe; 
ici l’on a 


el 


par suite 
ds? = da?+(a?+ k2)f?(u)du? 


ou 
ds? = da? + (a? + k?)de?. 
On appliquera l’hélicoïde en question sur la surface 
%=—7TCos0, y =rsiny, SET) 
pour laquelle 


ds? = dr?(1+ w2)+ r?4d0?, 
L. — 7raité d'Analyse, VII. ri 
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si l’on prend 


re ya Ole Ur 


et, par suite, 


r ce . TR 
EN es FOSSES 


(a pe klog(r + Vri— k2}; 
l'équation du méridien 3 = w(7') devient alors 
Z = klog(r + ÿr2— k:) + const: 


En prenant la constante égale à — Ælog#k, on trouve 


l'hélicoïde gauche à plan directeur est donc applicable sur 
l'alysséide ou surface engendrée par une chaïinette qui tourne 
autour d’un axe perpendiculaire à son axe de symétrie. 

Un calcul semblable montre que la surface héhicoïdale, 
engendrée par une droite qui se meut en restant parallèle à 
la base d’un cylindre de révolution et en rencontrant tou- 
jours une hélice tracée sur le cylindre tangentiellement au 
cylindre, est applicable sur un hyperboloïde de révolution; 
dans l'application des deux surfaces l’une sur l’autre, les géné- 
ratrices de l’hélicoïde s'appliquent sur celles de l’hyperbo- 
loïde (!). 

Enfin il est à peine nécessaire de faire observer que l’héli- 
coïde développable s’appliquerait sur un plan. 


(:) On verra plus loin dans la théorie des surfaces gauches que, si deux 
surfaces réglées sont applicables lune sur l’autre, elles le sont génératrice 
sur génératrice. 


/ 
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XXXITI. — Sur la construction des cartes. — Conservation des angles. 


Le but de la construction des cartes de Géographie est de 
donner, sur un plan, une image plus ou moins ressemblante 
d'une figure tracée sur le système terrestre. Ce problème est 
un cas particulier du suivant : 


Etant donnés une surface et un plan, Jaire corres- 
pondre à chaque point de la surface, un point déterminé 
du plan, de telle sorte que, un point décrivant une ligne 
sur la surface, le point correspondant sur le plan décrive 


ausst une ligne ayant avec la première une certaine rela- 
tion donnée. 


Pour établir entre un point M du plan et un point M'de la 
surface un mode de correspondance, on peut se donner entre 
les coordonnées rectangulaires +, y du point M et les coor- 
données curvilignes , 1 du point M’ deux relations. 

Proposons-nous de déterminer ces relations, de telle sorte 
que les figures infiniment petites correspondantes soient 
semblables ou, ce qui revient au même, de telle sorte, que 
les angles correspondants soient égaux (c’est-à-dire que les 
angles se conservent); les éléments infiniment petits corres- 
pondants devront alors être proportionnels, et, par suite, on 
devra avoir 


(1) (dz? + dy?) = K(L d\+2R dX du + M du?) 
l:, M, R désignant les coefficients du carré de la différen- 


elle de l’arc de courbe tracé sur la surface. 
Pour résoudre le problème, il faudrait poser 


/ 2 Ô | k 
AU +akr SE + eu (96 +: 


D Sr De I le as a a ele" Gurewe ta. 8er à lat to LÉ 
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et l’on aurait ainsi trois équations pour déterminer #, À et nu. 
Jacobi indique la marche suivante : il pose 


L d}?+ 2R d1 du + M du? = PQ, 

P et Q désignant deux facteurs conjugués, et 
k=(a+by—1)(a—by—1)= a +6; 

puis 1l décompose l'équation (1) en 

dx + dy ÿ—1=(a+by—1)?, 

dx — dy ÿ—1i=(a—b6y=1)0;: 
Pour résoudre le problème proposé, il suffit alors de choisir 
a et b, de telle sorte que a + b — 1, soit un facteur d'inté- 
grabilité de P; a — b—1 sera alors un facteur de Q et 
l'intégration donnera deux équations entre æ&, y, À, 


Supposons qu'il s'agisse de représenter une sphère, le ds? 


sera de la forme 
d)? + sin? À du?; 


on devra donc poser | 
dx + dy V—1=(a+by—1)(dù + ÿ—:1sin du), 
dx — dy ÿ—1=(a—by—1)(d4ù —y—1sin]dw); 


on peut prendre a+ b—:= T_,etalorsona 
Sin À 


LR ICT SEE 
ou 
+ y V—1= log tangt} + pyÿ—1+ const.; 


on en conclut tangiÀ—uet, y—up+$6, « et $ désignant 
deux constantes. 

Dans ce système, dû à Mercator, les méridiens et les 
parallèles sont représentés par des lignes droites, les loxo- 
dromies sont représentées par des droites. Les cartes marines 
sont construites dans ce système. 
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Supposons que la Terre soit considérée comme un ellip- 
soïde à trois axes de 


Le | Ses 


on peut satisfaire à cette équation (vor 1. Il, p. 323) au moyen 
des formules 
É : AVICENERRE +A)(a?+u)a 
(a? — c?)(a? — b? T? 


_, Ab+X)b?+p)o: 
TV Gay)’ 


{ e2 AAA ICOS TEL) C2: 
(c?— a?)(c?— b?)". 


on trouve alors 


ik (À— u)2 de? SEE (u — À) u du? 
AH e)O +0) +) 4 (pa) +b)(u +) 


ds? — 


Le facteur d'intégrabilité est RE et l’on peut prendre 


« 


À 
V (A+ a2)(À + b?2)(À + ce?) 


CA IVETE 


dx + dy W—:1 = 


4e )(u.+ c*) 


æ et y s'obtiennent alors par des quadratures elliptiques. 


XXXII. — Projection stéréographique. 


Pour représenter la sphère sur un plan, nous avons vu que, si 
l’on voulait conserver les angles, il fallait résoudre l’équation 


dx? + dy? = k2(d)?+ sin?À du?) 
u, en prenant des coordonnées polaires, 
dr? + r? d0? = k2(d?)? + sin? dy). 


On peut prendre 
dû = du ou RECRUE 


dr = k d}, r = ksin); 
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d’où l’on tire 


( 
LR ou r = tang- À, 
2 


Alors les parallèles sont représentés par des cercles et les 
méridiens par des droites. Il est facile de s'assurer que le 
mode de représentation auquel on est ainsi conduit est une 
projection stéréographique, et que la figure plane n'est autre 
chose qu’une transformée par rayons vecteurs réciproques 
de la figure tracée sur la sphère : le pôle de la transformation 
est alors à l’un des pôles terrestres. 


XXXIII. — Conservation des aires. 


Il peut y avoir avantage à conserver les aires dans la repré- 
sentation des surfaces. Or l’élément d’aire en coordonnées 
curvilignes est 


VL di VM du sin6, 


6 désignant l'angle des deux lignes coordonnées en À, u. Or 
on à 
R  VLM — R? 


Sin0 = E ———, 


VEM VLM 


Cos0 — — 


l'aire élémentaire devient alors ÿLM — R? 4} du, et les aires 
sur la carte seront conservées si l’on a 


dx dy = LM — R? d1 dy. 
L’aire en coordonnées sphériques a pour élément 
sin À dÀ du. 


On peut prendre x = u, y = cos}; les méridiens et les paral- 
lèles seront alors représentés par des droites : ce mode de 
représentation n’est pas employé. 

On peut prendre des coordonnées polaires dans le plan et 


DES COORDONNÉES CURVILIGNES SUR UNE SURFACE. 107 
placer l'origine au point qui correspond au pôle nord. Alors 
on devra avoir, en appelant r et 0 les coordonnées polaires 
du point qui correspond à À, lu, 


r d9 dr = sin À d} du, 
et l’on satisfera à cette formule en prenant 


Tor sin À dà, di = dix 
ou bien 


r = ÿ— 2 cosÀ + const., LE, 


ou, si l’on veut, 


Ce mode de représentation est appelé projection de Lorgna, 
les parallèles sont représentés par des cercles de rayon égal à 
la corde qui joint le pôle à un point du parallèle, les méridiens 
sont représentés par des rayons de ces cercles. 


XXXIV. — De la périmorphie. 


La périmorplhie est un mode particulier de représentation 
des figures dans lequel un point est donné par ses coordon- 
nées relatives à trois axes rectangulaires mobiles; ces trois 
axes sont l’un normal à une surface dite surface de réfé- 
rence, et les deux autres tangents à un système de lignes 
coordonnées tracées sur la surface. Ces axes sont dits axes 
instantanés. 

Le système est supposé d’ailleurs rapporté à des axes 
fixes. La périmorphie a surtout été étudiée par MM. ©. Bon- 
net, Codazzi, Laguerre et Ribaucour. 


Formules fondamentales. 


Les formules fondamentales ont été établies par MM. O. 


Bonnet et Codazzi. 
Soient a, b, c; a, b', c'; a", b”, c’ neuf cosinus définissant 
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les directions des trois axes mobiles rectangulaires O x,, O7, 
Oz, par rapport à trois axes fixes Ox, Oy, O3 passant par le 
point O. Soient x, y, 3 les coordonnées d’un point quel- 
conque invariablement lié aux axes mobiles par rapport aux 
axes fixes et æ1, 1, 51 les coordonnées par rapport aux axes 
mobiles; on aura les formules connues 


{T=aT%i+ a" Yi a"z1, 
((1)) Y = bri+ b'y1 + b"z1, 


3 = Ci + C' Yi + C’z. 


Supposons maintenant les neuf cosinus fonctions de deux 
paramètres À, 4; faisant varier ces paramètres, on aura 


dx = x da + y\da'+ 21 da”, 
((2)) ‘ dy = t\db + y:1db'—+ 2, db”, 
1 Lg — PAT de sis Ji dc'- 31 dc”. 


Multiplions la première de ces équations par a, la seconde 
par à, la dernière par c” et ajoutons-les; désignons par du, 
dv, di les projections du déplacement dx, dy, dz sur les axes 
mobiles. Le premier membre de la formule résultante sera du, 
et, en observant que a da + b db + c dc est nul, comme étant 
la différentielle de a? b?+ c? qui est égal à un, on aura 


du = 21(Q1dù + Q: du) — y1 (Ri dX + R: du), : 
((3)) de = æ1(Ridà + Ridp) — 3 (P:dX + P:dp), 
do = 1 (P1dÀ he P: du) — 21 (Q1 dÀ + Q: du), 


en posant, pour abréger, 


P;d1 + Psdu — a"da'+ b"db'+ c'de' 
— — a'da"— b'db"— c'dc", 
j Qd\i+Q2du=— ada"- b db" c dc" 
(C4 )) — — a" da — b"db — c'de, 
Rdi+Ridu=—  a'da + b'db + c'dc 
— — a da'— b db'— c dc',. 


Ce qui donne le droit d'écrire ces équations, la première par 
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exemple, c’est que, en différentiant la relation 
a'a"+ b'b"+c'c"—=0, 
on a 


a'da"+ b'db"+ c'dc'+ a"da'+ b"db'+ c'dc' — 0: 
en vertu de ((4)),on a 


a da + b db + ce de —0, 
a da + b'db+c'dce — (RidÀi+Ridu). 
a'da+ b"db + c'da = —(Q;dX + Qu); 


par suite, 


| da = &a'(R;dÀ + R; du) — a"(Q; di + OQ:du), 
db = D'(R1 À + Ro du) — b"(Q: dx + Qdu), 
de = c'(RidÀ + R: du) — c’(Q; dX + Q: du); 


da' = a”"(P; dÀ + P;: du) — a(R;d1 + Ro: du), 
((5)) db' = b'(P;,dà + P: dy) — b(R1dX + Rodu), 
dc’ = C'(PsEdX + P, du) — c(R; 4 + R: du); 


da"= a(QidÀ + Q:dp) — a'(P; dx + P; du), 
db" = b(Q1dÀ + Qudu) — b'(P; dx + P; du), 
\ dc"=— c(QdX + Q2 du) — c'(P;dX + P;du). 


Les quantités P,, P,, Q,, Q:, R;, R2 étant connues, ces for- 
mules feront connaître les neuf cosinus. Toutefois ces for- 
mules sont aux différentielles totales par rapport aux neuf 
cosinus et, pour obtenir la condition de leur intégrabilité 
complète (t. VI, p. 114) il faudra, dans les formules 


0 ! ANR Q) ! # 
Dm ue = 57 (Ra — Qra h 


remplacer les dérivées partielles de a’, d', ... par leurs valeurs 
tirées de ((5)); on a ainsi 


0R OR» ; 
| a (Te A EC Pa Qi Qi) 


(A) | a (RTE PR Per) 0 


Op OX 
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équations qui reviennent aux suivantes 


OP; 0P> 
de JON SNMPCLSE 

: 0Q; 0Q: 
((6)) PAU D in 


ou mr re + P3 Q1— Oo Pi —=0. 


Lorsque les formules ((6)) seront identiquement satisfaites, , 
les formules (A) le seront, et les équations ((5)) seront com- 


plètement intégrables ; on pourra alors choisir les constantes 
d'intégration, de telle sorte que l’on ait 


a+ a?+a"?=1, bc + b'c' + b"c" = 0, 
b2+b"2+ BD"? — x, ca+c'a'+ ca =0, 
c+c?+c? —=:; ab + a'b'+ a"b"=o. 


Il suffira, en effet, pour qu'il en soit ainsi, de faire en sorte 
que ces équations soient satisfaites pour les valeurs initiales 
des variables &, b, ...: car de ((5)) on tire 


ada+a'da' + a"da"=0o 
ou 


a+ a?+ a"?= const.; 
on en tire de même 


b de + b'dce'+ b'dc"+ ce db + c'db'+ c’dc=0 


ou 


bc + b'c'+ bc" = const. 


Ainsi, en résumé, la donnée des neuf cosinus peut être rem- 
placée par la donnée des six quantités P,, P., Q,, Q», R,, 
R>, pourvu qu’elles satisfassent aux formules ((6)). Ces for- 
mules sont dues à M. Codazzi. 
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XXXV. — Second groupe de formules. 


Supposons maintenant que le point O, origine des axes 
mobiles, se déplace sur une surface de référence pour laquelle 
le ds soit représenté par la formule 


ds? = L d)? + M du?, 


l'axe des æ, restant tangent à la ligne coordonnée x — const. 
et l’axe des y, à la ligne coordonnée À — const., l’axe des z, 
coïncidera avec la normale à la surface. Appelons maintenant 
æ, y, Z les coordonnées du point O par rapport à trois axes 
fixes; on aura 


dx = a ÿL dk + a'ÿM dy, 
((7)) dy = b VE d) + b'VM dp, 
dz = cÿL dÀ + c'YM dy; 

les seconds membres de ces équations sont, comme l’on peut 


s’en assurer, des différentielles exactes. En effet, pour qu'il 
en soit ainsi, 1l faut que 


Ô S* Ô u 
(m) 0 (avL)= = (a vM). 


ce que l’on peut écrire 


0 [I OT j— of x dr y 
= Un VMi 
RC x V ) 0À Ke A / 
ou bien 
CRUIN OT 
0m  d\0u 


Ceci nous conduit à une relauon d'identité entre les quan- 


utés P,, Q:, ... La formule (m) peut en effet s’écrire 
0 VL - da ,0VM — da’ 
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da da TER 
ou, enremplaçant ne _ par leurs valeurs tirées de ((5)), 


oVL e oVM _ 
a . Re R; vi) — a’ (1 RNA) Es a'(Q:VL+P:ÿM) = O, 
Cette formule et ses analogues donnent 


(4 Va 


a RM = 0, 
((8)) { 0VM 2 
tt A MR LS 


Q:VL + P;, YM = 0. 
Ces identités sont encore de M. Codazzi. Les formules ((5)) 
intégrées feront connaître la surface lieu du point O. 
XXXVI. — Interprétation des quantités P:, Q1, R1, Pa, Qo, Ro. 


On a [formule ((4))] 


(a) P; di + P: du = a"da'+ b"db'+ c'de': 
l 
or 
; 07 
ÆS — 2 
M dp 
donc 
{ x 2x — j 
da =, > + TE du) + « Ma - =—; 
M \A 0 op v AY 
b db = = ( dt Tu) Ma = 
(2 /M \oX op ous 24) v VM” 


| | PE ju) Le 0! M TEE 


VM 


On en déduit, en vertu de (æ), en multipliant ces équations 
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par @”, b”, c'et en ajoutant 


mais on à 
PA (DE? ae 
LM OÀ Oum du 0À/° 


donc, en adoptant les notations du Chapitre précédent, 


| Pi dÀ + P: du — Poe (rd) + md), 


M YL 


AN Qudu = ——({d\ +rdu). 
| @ Q:du LyN PEL ne 


Les formules (b) donnent aussi, toujours en vertu de ((4)), 


((9)) 


I 02% 0% dr OPDL 


— I 2x 0x 2x 0x |: 


v 


on en déduit 


I / AL OM 
((a Rd + Rdu = — ——1|— d\ — — du); 
(ro )) 1 2 @] > VLM ( ou EN ) 
alors, en vertu de ((9)) et ((10)), 
r m 
P — En er d'EPS TE 9 
| MVL” M ÿL 
l — Tr 
((14)) DE x CAT 
R NUProb RE 0 
\ dv 2 VLM Op” 7 oYLM vA 


Ces deux dernières font déjà partie du groupe ((8)). Les 
formules ((6)), en vertu de ces équations ((11)) peuvent alors 
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I 


se mettre sous la forme 


INC ST ae tn Pl |. LESC 
op (MYE) 0x Vu Vi _2LMYEL de Om Où ) ° 
l'O NRATEUR GR RE RUE I OM" 
Ga (Lym)  œ(Lyvn/ sim Gr | 
ne PEAR QE 23 0 D )+2 Eat 2 
| He \YME du}. dÀ CE 0 }  LMVYLM 


Ces formules se simplifient quand r — 0, c’est-à-dire quand 
on prend pour lignes coordonnées les lignes de courbure de 
la surface de référence. 


XXXVII. — Troisième groupe de formules. 


Appelons X, Y, Z les coordonnées d’un point par rapport 
à des axes fixes, 6, n, € les coordonnées du même point par 
rapport aux axes instantanés définis plus haut, +, y, 3 les 
coordonnées de l’origine des axes instantanés, on aura 
[X=x+at+ an + a"Ë, 
(n) Y =y+bEt—+bn + 0", 
Z = 3+ct+ cn + c'É, 
et, en différentiant, 
dX = dx + a dd +a'dn+a"d+tEtda+n da + € da’, 
Si l’on multiplie ces équations par à, d, c, et si on les ajoute, 
on trouve, en appelant du, de, dw les projections du dépla- 
cement du point 6, n, € sur les axes mobiles 
du = a dx + b dy + c dz + di 
Ste (Qi dÀ Ste Q2 du) LT (R; d'À Se R2du)n. 
Or a dx + b dy + c ds est la projectian du déplacement de 
l’origine sur l’axe instantané des x : en vertu de ((3)), il est 


égal à ÿL d); on a donc 
du = VE dÀ + dé + (Q1dù + Qrdp)C —(R1dh + R: dun, 
(3) de = VM du + dn + (Ri dX + Ro du)E —(P1 dù + Po du), 
{dm dE + (Pa dÀ + Ps du}r —(Q1dk + Qdu)E. 
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En vertu des formules ((11)), ce groupe se transforme dans 
le suivant : 


Din (VE + LE PR an) ut) 
\ DA LYM .2yLM 
M “LYM  2yLM À, 
9n I OL res 


2 


À VIN My) 


((14)) 
+de (Vi + 7 £ I oM t m \ 


ou SVM À  °MyL) 
14 r OLIS 
mn tee Done 
( M YL LYM ) 
" dC m SR RE 
NT LAS UM) 


À ces formules, on peut joindre d’autres formules qui font 
connaître les variations des coordonnées d’un point fixe de 
l’espace quand on suppose que les axes instantanés se sont 
déplacés infiniment peu. 

Pour obtenir ces formules, on différentie les formules (n) 
en laissant X, Ÿ, Z constants; on a alors 


o= dx +adi + a'dn + a" dé +Eda+n da — € da, 
o = dy + b dE + b'dn + b" dé + € db + n db'+ € db", 
o = ds + c dE + c'dn + c'dé +E de + n dc + € dc”; 


d’où l’on tire, en multipliant la première par @, la deuxième 
par D, la troisième par c et en ajoutant, 


o = a dx + b dy + c ds + di | 
— n(R; dÀ + R du) + 6 (Q1dÀ + Qo du), 


o = a'dx + b'dy + c'dz -— dn 
— E(P;, dÀ + P, du)+ E (R; dÀ + R: dp), 


o = a” dx + b'dy + c'dz + d£ 
— E (Qu dX + Q:du)+ n(PidÀ + P: du). 


Calculant adx + bdy + cdz +... au moyen des formules ((5)) 
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et remplaçant les coefficients de &, n, € par leurs valeurs ((9)) 
et ((10)), on trouve 


: Le oM 
PS NDID EE ARS ——(-5 a+ du.) 
V NUS VEMANTE ox 
Û 


— ({ ax + r du), 
ET F 


a I 
o = VM du Ed — C———"(rd\ + md 
VM du + dn NV u) 


EF LL RAM 
— — d\+ <= d 
re Gr DRbE JE 


o=dé+ (dir Re > 


LM 


VE (r dk + m du), 


ou encore 


HORS N/D PÉTER ESERSES 
AT 04 LyM, 
/ 


SAR 
; TES %X  LyM 
EAN N EUR EN Re 
LE eee (5 PIRE sa 
mû é OM 


er mené Me NP 
MYL 2yLM ) 


2 du VM — 


e x \ Ê 
HE ONE FES du (SENS 
\ \LVM MVYE LYM MYE 


XXXVIII. — Recherche, à l’aide de la périmorphie, des surfaces 
applicables sur une surface donnée. 


Je rappelle d’abord ce que l’on appelle surfaces appli- 
cables l’une sur l’autre. Etant données deux surfaces 


(1) 1e) 0; 
(2) ICARAMERE TS 


si l’on établit une relation arbitraire entre x, y, 3; x!, y!, 3!, 
telle que S — 0, on en déduira x, y, z en fonction de z!, 
y’, z' ou vice versa, et à chaque point de la surface (1’), cor-- 
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respondra un point de la surface (2'); si alors deux arcs 
quelconques infiniment petits correspondants sont égaux, on 
dira que les deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre. 

Ceci posé, la surface (1”) peut être représentée par trois 
équations, telles que 


æ = Œ(X, He); J =XQ, 1), 3 = Y(À, U ) 
et, par suite, comme x’, y', z! coordonnées du point corres- 
pondant de æ, y, z peuvent être calculées en fonction de 
z, Y, 3, On pourra les supposer de la forme 
Se (À, M) Party CN, L); RAA um). 


Or, en appelant ds un arc de courbe tracé sur la surface (1). 
on a, en conservant les notations déjà employées, 


ds? = L d}?+ 2R dÀ du + M du’; 
l'arc correspondant à ds élant désigné par ds’, on aura 
ds'?= L'd}? + 2R'dx du + M'du?, 
L’, M, R'désignant pour la surface (2') les quantités analogues 
à L, M, R. Si l’on veut que ds — ds’, quels que soient les 
points correspondants (x, y, z) et (x, y’, 3°), 1l faudra que 
LP MT R—=R'. 


Ainsile problème qui consiste à chercher les surfaces appli- 


cables sur une surface donnée revient à trouver les surfaces 
pour lesquelles L'= L, M= M, R’= KR, ou, si l’on veut, pour 
lesquelles, L, M, R étant données, on a 


D 5 D55-e C)- 


ou, si l’on veut, le problème consiste, étant donnée une solu- 
tion particulière des équations (3) aux dérivées partielles, 
trouver les autres solutions. 

Pour intégrer ces équations (3'), nous allons chercher 
l'expression des neuf cosinus a, «&', a", b, b', ...; les for- 
mules ((8)) de la page 172 donnent d’abord R,, R, et P, ou 
Q: en fonction de L, M, en supposant R — 0, ce que nous pou- 

L. — Traité d'Analyse, VII. 12 
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vons toujours faire. Les formules ((6)) de la page 170 donnent 
alors les trois autres quantités Q, ou P,, P, et Q, au moyen 
d’une quadrature. 

Les quantités P;,, Ps, Q,, Q2,R,, R une fois calculées, les 
équations ((5)) de la page 169, considérées comme des équa- 
tions aux différentielles totales, font connaître les neuf 
cosinus @, a’,...;enfin les trois équations ((7)) de la page 1591, 
également aux différentielles totales, feront +, y, z en fonc- 
tion de ket u. 

En résumé, pour trouver une surface applicable sur 
une surface donnée, on commencera par calculer P,, P;, 
Q,, Q>, R1, R2, au moyen des formules 


QUES) 


oP; oP; 

RÉPRE P e  — ‘ — Ro = 
ou où + QR; 2Q1=0, 
0Q1  0Q 

XX ‘sx: A na. Ps ——= , 
ou sy —+- Ro 1 2 R: O 
OR: OR» 


du EN + P2Q1— Q2 Pi =0: 


puis on intégrera les neuf équations différentielles totales 
suivantes (de telle sorte que l’on aita? + a?+a"?=1...): 


da = a'(Rid1+ Ro du) — a"(Q1dXx + Q:du), 


puis les suivantes qui feront connaître x, y, 3, et résou- 
dront le problème 

dx = a VL di + a'YM dy, 

dy = b VL di + b'VM du, 

da = cÿL di + c'YM dy. 
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EXERCICES ET NOTES. 


1. Les équations 
— a COS{4 Sin À, 


æ 
y =bsinpsinà, 


Z = CCOS À 


représentent un ellipsoïde (les lignes À = const., 1 — const., sont 
conjuguées); former l'équation des lignes de courbure. 


2. Les équations 

ME bsn(À, k)dn(u, l), 

y = acn(à, k)cn(u, l), 

z = adn(À, Æ)sn(u, l), 

b2 — a? a?(c?— b?) 


= Rs 7) 
c?— a? b2(c2— a) 


représentent la surface de l’onde 
\ 


x? Me g?2 
ns | 3 PNR sr Via 
g+pyi+s—a  2+y+s— 0?  2x+pt+ 32 —.0c? 


— I. 


3. Les images sphériques des lignes de longueur nulle sur une 
surface dans laquelle deux rayons de courbure sont égaux et de 
signes contraires sont les génératrices de la sphère. 

(9. BonxeT.) 


4. Si l’on considère les surfaces sur lesquelles l’élément linéaire 
est donné par la formule 


l'équation des géodésiques est 


cos £ Re sin z \ 3 : 
—— | — const. 
dE Va 


: désignant l’angle de la géodésique avec la ligne v = const. 
( LAGUERRE.) 
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5. Les équations 
æ = a(À — a)"( u — œ}", 
V — b(À en 2y#(u _— By)", 


= ÇC(À — y)" (Cu eh y)" 


[A 


représentent ce que l’on appelle une surface tétraédrale :on propose 
de trouver les lignes asymptotiques; a, «, b, $, c, y sont des con- 


stantes. 
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CHAPITRE IV. 


DES COORDONNÉES CURVILIGNES DANS L'ESPACE. 


I. — Préliminaires. 


Si l’on considère trois familles de surfaces 


(a) o(æT, ÿ, 6) = À; Y(2;:Y, z)= (LT, Y, 3) = v, 


ces surfaces constitueront un système de coordonnées cur- 
eilignes, comme il a été expliqué plus haut; en ce sens que, 
quand on se donnera À, 1, y, on tirera des équations (x) des 
valeurs déterminées pour æ, y, 3, qui serontles coordonnées 
des intersections de trois surfaces particulières des familles 
en question; À, 1, y étant donc donnés, un certain nombre 
de points de l’espace sont simultanément déterminés. Réci- 
proquement, les coordonnées ordinaires +, y, 3 d’un point 
étant données, ce point est bien déterminé et les équa- 
ons (x) font connaître les coordonnées curvilignes X, u,v 
de ce point. 

Les formules (4) sont de véritables formules de transfor- 
mation de coordonnées, et l’on peut concevoir des formules 
de transformation plus générales de la forme 


TS ANIME COS CERTA ET 
OMAN GP ANUL, V) "0, 
APS AN LV) = 0. 


Nous allons maintenant établir les formules propres à passer 
des coordonnées rectilignes aux coordonnées curvilignes et 
vice versa, dans les formules qui contiennent des dérivées 
partielles relatives aux variables æ, y, z, À, u, v. Pour le 
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numérotage des formules, nous emploierons deux notations; 
les numéros entre parenthèses renverront à des formules 
du Chapitre précédent; les numéros entre crochets se sui- 
vront dans tous les paragraphes et seront relatifs à des for- 
mules de ce Chapitre seulement; enfin les formules dont nous 
ne ferons usage que dans un même paragraphe seront repré- 
sentées par des lettres entre parenthèses. Cela nous permet- 
tra d’employer une notation uniforme dans ces Chapitres. 


II. — Transformation des coordonnées. 
Nous poserons 
0x \ ? 0x \ 2? | 0x \ ? 
>) Fi De) Ro >) Ft 
ox 0x 0x 0x 0x 0x 
Je ù 25 0 = CN DES 
Nous avons les formules suivantes (p. 02) : 


j OX 0x . y # 2 0z 


0æ ok dy où 020 ? 
OX 0x 4 dy. 10e 
[2] {0x du dou 0304 ?” 


[3] 9h dy  Qudy dvd 


en. 


De ces deux groupes de formules on déduit les suivants, où 
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l’on a posé 


OX, Y; sr ( JORTILEN) 
A — = es 
[4] (À, BV) A  d(x,7,2) 


0x rs O(u, v) 0x d(v, À) 0x d(À, pu) 
—— —= 1) z , —— —= AN ? 
À 07,2) 0h d(Y; 4) 0v 9: 4) 
[5] 2.4 AA TRE, D nn (vs) DS 0 CASE) 


oÀ 0(%, æ) due d(3,#) 0  d(z,æ) 
TMAUT ER Ms v) 03 d(v, À) DEMO TEPE) 
— —= te À , — —= = 
À 0(æ,7) 0h d(x,7) 0 dx, 7)’ 
À __1 d(y,2) À __ 1 d(z, x) DÀ @110(%;/Y) 
0æ A d(u,v) dy A d(u.v) ds A 0, v) 
[6] du _ 1 0(Y, 2) op __ 1 0(3,x) Op 1 0(æ%,V) 
ADD OAI 07 À 0(v, À) Se EN PRET 


dv I d(Y, 3) dv fo ts TN dv 


[ 
LD) or Ad LR). 07, Ad) 


Si l’on pose 


D) -2 2G)-r x(G)-c 


LS: CALME À Ou 


0x 0% 


on trouve, en formant A? et 5 par la règle de la multiphica- 


tion des déterminants, 


Eu — LMN + 2PQR — LP? — MQ2— NR?, 

8 

LA] L= FE BC AaDEF AD? BE? CF?. 
III. — Systèmes orthogonaux. — Transformation. 


La théorie des coordonnées curvilignes présente de grandes 
difficultés que l’on élimine en partie en ne considérant que 
des coordonnnées orthogonales; dans ces systèmes, on sup- 
pose que les surfaces, qui par leur intersection déterminent 


[ir] 
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les divers points de l’espace, se coupent orthogonalement ou, 
si l’on veut, à angle droit; alors 


FH O/EAR DORE TERR 


sont nuls : nous supposerons dans la suite qu'il en est toujours 
ainsi. Les formules P= 0, Q —0, R — 0 peuvent s'écrire 


0x 0x 0x 0x 0x 0x 


[9] DD) dé D TUE 0 


De ces formules et des premières formules [1], à savoir 


po] JG)=2 EG) Mmes 
on tire (d’abord de [9]) 


0œ (y; zlun dpi, 0(3, F) UN 02 ACCRA 
0. 0m, V0) MOUV) MENU NTM 


puis, faisant la racine carrée de la somme des carrés des 
numérateurs et des dénominateurs, en vertu de [10], on 
trouve ces rapports égaux à 


1 
0x 0x \ 2 ox 0x |? 

SE os pas, = PE 
VD [>CE) x) du = 


c’est-à-dire à 


On a donc, en choisissant convenablement les signes, 


02 POP En ER dy _ d(z,x) DE Ôz -NO0(EP) 


DÀ AO AVR MN FOX O Qu 0) ar Ô at 


0x _ d(y,z); / MI y. 0(z, x), / M. NOR 
dm  d(v, À) 21 gp 0(v, À) V LN "GROS 


0x 0(Y, 3) ENa dy __d(3, æ) NS 03 d(X, y) 


d(æ, y, 3) 
[12] Re) — À — LMN. 


nv 


CB 0e OR MM =D / 


[16] 
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S1 l’on tire des formules [1 1] les déterminants partiels de 
æ, y, 3 relatifs à À, a, y pour les porter dans [6], on trouve 


1 Or 
L 


03 


sil 


EAN 


a 
N 


les coordonnées étant orthogonales, on a D, E, F — o, c’est- 


à-dire 


et les formules 


oX 


donne 

Où L: (1, y) 
0 0(Y:£) 
du d(v, X) 
0æ  d(Y,2) 
o _ d(, p) 
0æœ dy,z 


la comparaison 


or 
dy 
[17] < 


Ôz 
OX 


Lx 


ul DS) - A, 


Un calcul tout semblable 


Ad 
BC é 


Le 


vs 


0x 0 


D 


o} 


œ 
ou. 


rar 


0y 


dv 


y 


ox 


a) 
dr 


dm ) 

(3, x) n\ 1/55 ei 
26 D /B 
0(z,æ)V BC' 
(À, L) 
ose) AB” 


EI = 


| = 


_ 
B 


or 


dv \ ? 


] — 


02, 


DELA 
UD 


suivantes comprises dans le groupe HA : 


2B D 


à celui que nous venons de faire 


C. 


JUN OT HN) 

03 . d(æ,ÿ) 

ou  d(v, À) LE 
BAT AC 
Greta O(h, p) 


de ces formules avec És ] donne 


ox, 7)V AB’ 


la comparaison de ces formules avec [15] donne 


[18] 


L= 


M 


? 


N 


L 
= 


[20] 
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— (Calcul des dérivées secondes des coordonnées à l’aide 
des dérivées premières de L, M, N. 


Différentions, par rapport à À, x, v, les formules [9] 


: nous avons dix-huit formules contenant les dix- 


huit dérivées secondes des coordonnées x, y, 3 par rapport 


à À, u,v, ces dix-huit dérivées pourront donc être calculées 
en fonction des dérivées de L, M, N. Voici les dix-huit for- 
mules obtenues en différentiant [9] et [10] : 


[19] 

eo 2 0x 

2 0h 

1 0M 

2 0h =D c 

1 ON 
ÉE 


ne 


px 


OT QU CNATESRRTES 
OXdu dr dd du ) rss 
27 0x 92.7 O0x\ 
a Vente MAP AI EEE 
Ou? dv du 0) Fa. ; 
AL UO 02TI0T? 
OpLOv do dvi A "à 
ER EN rx 0x 
0h 0 ok 02 .) LS 
+ dr 02%" 078 
ET ET 
FLLL OL TER 0 Pl: 
ERP OU Tr >) TS 
Pr dx x 
0? du chou . .) T3 
dx 07 C2 0 
ok op a op? x) Ré: 
dx 0x dr 07\ 
OO du uw D) 

1 OL 0x 0?r 

2 DE EU y DM) DT 

1 OM dx 

2 du da =D ONER 

1 ON 0x 027 

Lio 0 


0x dx 


OV dd ON OX ON 


On peut remplacer le système [19] par un autre beaucoup 


plus avantageux 


: d'abord multiplions la première par t, la 
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cinquième par 1, la dernière par — 1 etajoutons, nous aurons, 
après avoir supprimé le facteur 2, 


Dee ox PA 
okou à 


ainsi l’on a déjà le groupe suivant : 


ES D dx Fe ox dx ee ox dx ét 
où du Ou oo o du 


Ces formules démontrent un théorème important dû à Dupin, 
et sur lequel nous aurons à revenir; si, en effet, on joint à la 
première de ces équations les suivantes, tirées du groupe [9 |, 


0x 0x ES 0x ox ae 

F > Orr He NUS) a 
on a, en éliminant DOME ASE 
d ENTRE 


dpt dv 0 m dv Em dy 
0x 0Y 03 
la du du 0 
0x dY Ôz 
dy OV Ov 


= 0, 


ce qui exprime que les lignes 1 — const., y — const. coor- 
données sur la surface À — const. sont conjuguées; comme 
elles sont rectangulaires, il s'ensuit qu’elles sont lignes de 
courbure; donc : 


Lorsque trois familles de surfaces se coupent ortho- 
gonalement, elles ont pour intersections leurs lignes de 


courbure. { 


En tenant compte des équations [20], les équations [19] 
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pourront s’écrire, abstraction faite de celles qui 


le système [2r|, 


oM 


J 
2 


Si l’on considère les formules [20], [21].[2 


2x LR 
ou? 0 
Prior 
dv? | Du 
zx 07. 
dE op 


> 


v? 


-> 


So 


Ov? 


dr re 


4 


0} 2 
dr 


ou? 


t fourni 


3] on les résoudra 


facilement par rapport aux dérivées secondes de x, y, zen 
les groupant, trois par trois, de manière que, dans chaque 
groupe, il n’entre que des dérivées avec un même dénomi- 
_nateur; on a alors, en tenant compte des relations [11] ebtt dE 
pour simplifier les déterminants fonctionnels, 


DUBAI LUE OLA TOLNOE 1 OL 07\ 
À? 92 ( LOORCUX M op ou N ov ov ) b 
CES OMR LA D CA EE 1 OL 0y 100 07) 
ne UT OÀ 0) M op Sn NL 
[24] 
EE EN 0 LA : 
0x. É oM 0x 1 OM 0x 1 OM 0x \ 
Ou? 2 \m ou op N dy 0 L 0) x) | 
PAU à oi 1 0Mox 1 ON 0x 
ouôvy  2\M ov op N Où dv f 
DÉRRN (4 ON 0% 1 0L or 
9 A0 79 VIN ON 07 ML OR 
[25] 
CERN pes OM 0y 1 ON 0y 
Ouov  2\M 0v où  N ou o/° 


mietelele oltats, n'en em elalrio)e © ge à 6 0 0e tn ce artan idee 


En différentiant ces formules [ 24 | et[25 |, on introduirait les 
dérivées secondes de L, M, N, et l’on pourrait encore calculer 
les dérivées troisièmes de +, y, z, en foncuion des dérivées 
premières et des dérivées premières et secondes de L, M, N. 
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V. — Interprétation de L, M, N et de leurs dérivées. - 


La distance de deux points infiniment voisins, ou la lon- 
gueur ds d’un arc élémentaire en coordonnées curvilignes, 
est donnée par la formule 


ds? = dx? + dy? + ds?) — ( ie di + : du + Ée dy ) H... 
l y } 


D) Ô 
ou, en vertu de [1], 
ds? = L dd}? + M du? + N dv? + 2P du dy + 2Q dX ds + 2R dÀ dy; 


avec des coordonnées orthogonales, on a seulement 


ds? = L d\?+ M du? + N dy?. 


Si, dans ces formules, on fait du — 0, dy — 0 ou u = const., 


vy=— const., on a 


ds? = L d}?, ds = ÿL à} : 


done \/L d} représente l’are de courbe 4 = const., v — const. 


ou, si l’on veut, VL est le rapport de la distance de deux sur- 
faces À — const. infiniment voisines, les coordonnées étant 
censées orthogonales. 

Dans la théorie des courbes tracées sur une surface, nous 
avons été obligés d'introduire trois déterminants que lon 
exprime facilement à l’aide des coordonnées curvilignes dans 
l’espace, je veux parler des quantités /, m, r. 

Nous supposerons les coordonnées orthogonales, et nous 


poserons 
OP O0 MAN TE 
O2? OÀ2 0? 
FL dx dy 3 
RAR D EMDRET DA? 
| DUR I VOz 
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ou bien 


__ dx d(y,z) dy 0(z, æ) 92z 0(%, y) 


< 


TOR OC, LH) A ON, DEMO RE 


1 


c’est-à-dire, en vertu de [11|, 


et, en vertu de [| 23], 


I LM 0L 

Ces PEN TN œ° 
on aurait de même 

Der (A ENTRER 

nl VAR 5 


L’équation (9), qui fait connaître le rayon de courbure de la 
section normale correspondant à la direction dÀ, du, devient 
alors, en observant que r —0, R —0, 


ex PUR oM 
MT en 2 ES 2 
M LM (5 a+ du ) 


P 2(L d}2+ M du?) YN 


Soit py le rayon de courbure principal de la surface 
y = const. correspondant à la ligne de courbure y = const., 
À = const., etc. Cette formule donnera, en faisant successi- 
vement du —0oet dÀ —0;, | 


ie I oM NE I 0L 
PA  2MYN N° Pau 2LYN Ÿ° 
PER I ON OR I oM 
L27] Pu 2NYL À’  Py 2MyL À° 
Lo I dL. RES I oN. 
Puv  JaLyMOU se Pur Lo NYMI 


d’où l’on tire l’interprétation des dérivées de L, M, N. 
Pour obtenir le rayon de courbure d’une ligne de courbure, 


on peut appliquer le théorème de Hachette (p. 450, t. Il), en 
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vertu duquel la courbure d’une courbe tracée sur deux surfaces 
u = const., y — const. est la résultante des courbures des 
intersections de u = const. par le plan tangent à y — const., 
et de y = const. par le plan tangent à = const. Ici les deux 
plans tangents sont normaux, et, le rayon de courburé de 
u = const., y — consL. étant désigné par R,,, on a 


I l L 


R# F Puy Pvy. 
ou 
! I DO LOS PRE e 2 
5 rs mnt) +) | 


\ 


“ y « , I I £ 2 
D’après Lamé, = et sa sont des courbures dites conju- 
y vu 


. I 
guées en surface; au contraire, ER et - 
\v Uy 


I 


sont dites conJu- 


guées en arc. 
Lamé a donné aux dérivées 


TE 1 OM 1 ON 


: ARE Ur Con ir 
2 L? M? °F Nec) 


le nom de courbures paramétriques ; elles sont égales à 


respectivement. 


VI. — Théorème de Dupin. 


Arrêtons-nous un instant sur le théorème de Dupin, que 
nous avons rencontré accidentellement dans l’étude des for- 
mules de transformation, et résumons la démonstration de 
ce théorème. Trois surfaces étant orthogonales, on a 


0x dx 0x dr ox 0r 


() où où? où à? où où 
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différentiant ces équations respectivement par rapport à à, 


U, y, On a 


GA NO ENT LE Ni 
Dés 1e 
RD TO IRO MOT: 
(OX 0j Ov op Où, 
SE OL de de) 
Æd 01 0v 0 Oo à) : 


ajoutant les deux premières et retranchant la dernière, on a 


9x Zn 
> x ou w ” 


OMR 0x dy 92 : x 
En éliminant —;, -—, — entre cette équation et les deux pre- 
Ov dv dy 


mières équations (x), on à 


}=e 


| dæ dy d?z 

ok du d\0du d\ou 
or dy 03 

0}; ONE ON 

dx 0Y 03 

0j 4 EUR 


ce qui exprime que les lignes À — const., 4 — const. sont 
conjuguées sur la surface y — const.; comme elles sont rec- 
tangulaires, elles sont lignes de courbure, d’où le théorème 
suivant : 


Taéoreme. — Trois familles de surfaces, se coupant 
partout orthogonalement, se coupent nécessairement sut- 
vant leurs lignes de courbure. (Dupin, Développement et 
applications de Géométrie, Démonstration géométrique.) 


Parmi les nombreuses applications dont est susceptible le 
théorème de Dupin, signalons la suivante : 

Tout système de surfaces orthogonales, transformé par 
rayons vecteurs réciproques, reste orthogonal après la trans- 
formation, et, par suite, les lignes de courbure des familles 
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considérées ont pour transformées les lignes de courbure des 
familles transformées. 

Supposons que l’on connaisse les lignes de courbure d’une 
surface S : cette surface fait partie d’un système orthogonal, 
à savoir les surfaces qui lui sont parallèles et ses normalies 
développables ; si l’on transforme ce système par rayons vec- 
teurs réciproques, on voit, d’après ce qui précède, que les 
lignes de courbure de la transformée de S seront les trans- 
formées des lignes de courbure de cette surface S. 

On connaîtra, par exemple, par ce procédé, les lignes de 
courbure des transformées des surfaces de révolution, des sur- 
faces développables, etc., et des surfaces du second degré; 
mais nous reviendrons sur les lignes de courbure de ces der- 
nières surfaces et sur celles de leurs transformées. 


VII. — Conditions pour que deux familles de surfaces 
fassent partie d'un système orthogonal. 


Soient À = const., u — consl. deux familles de surfaces : 
pour qu’elles fassent partie d’un système orthogonal, il faut 
d’abord que 
0 ou 
(x) De Ou 
il faut ensuite, d’après le théorème de Dupin, que leurs 
intersections soient des lignes de courbure de chacune d'elles. 
Je dis que, réciproquement, si ces conditions sont remplies, 
il existera une troisième famille 


Y—= const., 


complétant le système orthogonal. 
En effet, si cette troisième famille existe, on aura 


du dv dÀ 9 Qu 
0x or 0x dx 


voilà deux équations aux dérivées partielles auxquelles doit 
L. — Traité d’Analyse, VII. 13 
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satisfaire la fonction v. Les conditions d’intégrabihité de ces 
équations se réduisent à (t. VI, p. 114) 


IC dv œ nu D EESTI Fe) 

0x? 0x  drm0y dy 0x 0Ôz 0:/0æ 
02] ov 021 Ôv 01] ôv\ ou 
Be 0% 0x dy 0y 7 0x 02 il | DE 


cette équation peut s’écrire 


021 OÀ O2 OÀ O2 OÀ\ 

DE 

(8) (az Oœ dxoy dy  0Ô0xoz 02, 
Pi (5 Ôp # 22 x Op. 92À 2H 1 
0x? 0% 0x 0Y 0Y 7 0 0s 02, ) ax =° va 


Or on a, en différentiant (x), 


d2u OX  d2 dÀ du OX du d22 


dx? 0x ox 0Y 0Y GX 0x 03 0z dx 0x 


LAON 


Sa o 
si l’on remplace ensuite, comme cela doitse faire, — se 22 “par 


leurs valeurs tirées des équations à intégrer ou, ce pe revient 


dv dv 


\ , Ov 
au même, si l’on remplace — 9; Par les valeurs propo:- 


0x” dy” 
Ca, À) (us À) 0(u À) 
O(Y Ars 0(3, x) d(x, pi} 
grabilité sous la forme 


, on a la condition d’inté- 


fionneles eee 


À 
0x 
| Ôp 
| 0x 
| d2À Op À ôp 92À ou 


i 


0x 0x 0x dy 0y 0x 03 0z 


LL . 
Or; —; — sont proportionnels aux composantes d’un 
29 


déplacement normal à la surface u — const. effectué, par 
conséquent, sur la surface À — const. ; en remplaçant donc 
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re & par dx, dy, dz, on a 4 vK 
} A D A ERSED: 
0x OV 0z | \ 
dx dy je ANR à NX /, Fe 
DA ON: OX SLI! 
1 d : d = 


c'est l'équation aux lignes de courbure (p. 15) de la surface 
À = const. La courbe normale à l'intersection des deux sur- 
faces À — const., p — const. doit donc être aussi une ligne 
de courbure des deux surfaces À — const., 4 — const. pour 
que la surface y — const. orthogonale existe. On peut donc 
énoncer le théorème suivant : 


TaéorÈme. — Pour que deux familles de surfaces ortho- 
gonales fassent partie d'un système triple de surfaces 
orthogonales, il faut et il suffit que les surfaces données 
se coupent suivant leurs lignes de courbure. 


Remarquons, en passant, que le théorème précédent con- 
ent implicitement le théorème de Dupin, ce qui constitue 
une seconde démonstration de ce théorème important. 

Lorsque l’on connaît deux systèmes de surfaces se coupant 
suivant leurs lignes de courbure, il est bien facile d’en 
déduire la troisième famille constituant avec ceux-ci un sys- 
tème triple orthogonal. Le calcul se ramène à l'intégration 
d’un système de deux équations aux dérivées partielles du 
premier ordre linéaires, c'est-à-dire en définitive à l’intégra- 
tion d’une équation aux différentielles totales à trois variables, 
opération qui n'exige que l'intégration d’une équation diffé- 
rentelle ordinaire du premier ordre. Il est malheureusement 
fort difficile de trouver des surfaces se coupant suivant une 
ligne de courbure de chacune d’elles. 


" 


IN C1 , 
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VIII. — Conditions pour qu'une famille de surfaces fasse partie 
d'un système orthogonal. — Théorème de M. O. Bonnet. 


La recherche d’un sytème de coordonnées orthogonales 
est une chose en général très difficile; 1l y a plus, étant donnée 
une famille de surfaces y = const., il n’est pas toujours pos- 
sible de la comprendre dans un système de coordonnées cur- 
vilignes orthogonales. 

En effet, si elle pouvait faire partie d’un tel système, elle 
serait rencontrée par les deux autres familles suivant ses 
lignes de courbure. Soient 


ANA IPANULE 
L ) ER 
u o (2 


les équations d’une de ces lignes; elles devront être normales 
au déplacement Ôx, dy, ds effectué sur une autre surface du 
système orthogonal, 1 — const., on devra donc avoir 


dx dx + dy àv + dz ds =0 
ou, en vertu de (a), 
(B) u dr + p Èy + w ÈS —0, 


Cette équation ne saurait avoir lieu que s'il existe une cer- 
taine condition d’intégrabilité entre w, »#, w; ainsi elle ne 
déterminera pas généralement z en fonction de x, y; en 
d’autres termes, la surface 1 — const., déterminée par la con- 
dition d’être normale au faisceau des lignes de courbure des 
surfaces y — const., n’existera pas LouJours. 

La condition d’intégrabilité de la formule (6), ou la con- 
dition d’existence de la surface 1 — const., est 


(A ; de 0æ Par 0 du x du JRÈTE 
us 0Y 0x 5) TP 157 RON 
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Maintenant je dis que, si cette équation est satisfaite, la troi- 
sième surface À = const. existera; et que, si 

FER Mir MqurE 

BONE SET TN LL 
désignent les équations de la seconde ligne de courbure, l’é- 
quation 

u'Ôx + p'Èy + w'Èz —0 

sera également intégrable; et, en effet, deux surfaces u, y 
orthogonales existant et se coupant suivant une ligne de 
courbure de y = const., cette ligne sera ligne de courbure de 
u = const., et la troisième surface se trouvera en appliquant 
la méthode développée au paragraphe précédent. 


Ainsi donc, et c’est en cela que consiste le théorème de 
M. ©. Bonnet (donné en 1862 ) : 


Taéorëme. — Pour qu'une famille de surfaces fasse 
partie d’un système orthogonal, il faut et il sufjit qu'il 
existe une relation (7) entre les coefficients des équations 
des lignes de courbure. Cette relation est une équation aux 
dérivées partielles du troisième ordre à laquelle doit satis- 
faire le premier membre y» de l'équation y = const. de la 
famille donnée. 


IX. — Théorèmes de M. Maurice Lévy. 


Taéorëme I. — Soit M un point d’une surface S appar- 
tenant à une famille donnée; soient MT, et MT, les tan- 
gentes aux lignes de courbure de cette surface passant 
en M. Soit M le point où la normale MT rencontre la 
surface S' de la famille considérée, infiniment voisine de 
S ; soient M'T, et MT, les tangentes aux lignes de cour- 
bure de S' passant en M': la condition nécessaire et suffi - 
sante pour que la famille considérée fasse partie d’un 
système orthogonal est que les tangentes MT, e MT, se 
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rencontrent quand on néglige les infiniment petits du 
second ordre; si d’ailleurs cette condition est remplie, 
MT et M'T, se rencontreront également. 


S1 le système orthogonal existe, il est bien clair que MT, 
et MT" se rencontreront, ainsi que MT, et M'T, ; car la 
ligne MM sera une ligne de courbure commune aux surfaces 
normales à S, en vertu du théorème de Dupin; les normales 
à l’une des surfaces orthogonales à S, MT, et M'T,, le long de 
la ligne de courbure MM”, devront donc se rencontrer en 
négligeant les infiniment petits du second ordre. Je dis 
maintenant que, si les seules lignes MT, et MT, se rencon- 
trent, le système orthogonal existera. 

En effet, considérons la trajectoire orthogonale de notre 
famille de surfaces et supposons que l’une des lignes de 
courbure  — const. se déplace en s'appuyant sur la trajec- 
Loire : elle engendrera une surface, dont l’équation pourra 
être représentée par u — const.; nous allons prouver que sur 
cette surface les directions y— const. et À = const. sont 
conjuguées, cette dernière étant celle de la trajectoire MT, si 
cette trajectoire est orthogonale; À= const.,y=— const. seront 
des lignes de courbure de nu = const. 

Or l'équation de la tangente à x = const., y = const. 
est 


et, pour que cette droite rencontre la tangente à = const., 
y + dy = const., il faut et il suffit que 


CE RE LS | d?2 
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c’est-à-dire que les lignes À — const., y — const. sur la sur- 
face y = const. soient conjuguées, ou lignes de courbure, 
puisqu'elles sont orthogonales. 

Les deux surfaces À — const., y — const. étant orthogo- 
nales et se coupant suivant une ligne de courbure de chacune 
d'elles, 1l existera, comme on l’a vu, une surface nu — const. 
complétant le système orthogonal. C. Q. F. D. 


(Voir Comptes rendus des séances de l’Académie des 
Sciences, 1870, comment M. Cayley a profité du théorème 
de M. Lévy pour écrire l’équâtion du troisième ordre de 


M. O. Bonnet.) 


Laéorème Il. — Pour qu'une famille de surfaces fasse 
partie d’un système orthogonal, il faut que le lieu des 
ombilics des surfaces individuelles dont elle se compose 
soit une courbe normale à ces surfaces. 


Ce théorème est presque évident; néanmoins, son utilité 
est très grande dans la recherche des surfaces orthogonales, 
puisqu'il permet de rejeter immédiatement une foule de 
familles, comme ne faisant pas partie d’un système ortho- 
gonal, 

Pour le démontrer, on observe que, 


dx __ dy 


dz 


(42 p 19 


désignant les équations des lignes de courbure d’une surface 
y — const., pour que, en faisant varier la constante à laquelle 
on égale y, on obtienne une famille appartenant à un système 
orthogonal, il faut et il suffit que l’équation 


udx+vdy +wdz=o 


soit intégrable. Supposons-la intégrable : ses solutions sont 
les équations de surfaces orthogonales à y — const.; ces équa- 
tions sont satisfaites pour u — 0, p— 0, # — 0; donc elles 
contiennent les ombilics de v — const. Les surfaces ortho- 
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gonales de » — const., passant par les ombilics de celle-ci, se 
coupent suivant le lieu des ombilics de y — const.; ce lieu est 


donc normal à y — const. 


C’est dans le XLITI Cahier du Journal de l’École Poly- 


technique que M. Lévy a donné ces théorèmes. 
X. — Formules de Lamé. 
Dans un système orthogonal, L, M, N ne sont pas arbi- 


traires ; 1l y a lieu de rechercher les relations qui lient entre 
elles ces quantités. Si l’on différentie l’équation 


0x \? 1 OL 0x 02 
7 (x) dE mp OX ou” 
on trouve 
a) MAO LE ORMBONE ds x x. 
2 OO OÀ OX 00 dem Où 0 Où Op” 


mais la formule [2 1| 
ox 02% 


0À du dv HAS 
différentiée par rapport à À, donne 


2x dx ee ox 0% +4 
DE Ou dv OX 0À op OV Le 


Cette équation comparée à (+) donne 


02 R+ 22% dx x dx | 
dpt Ov 0 dv 0À op 0}? op dv ? 


faisant alors usage des formules [24] et[25],ona 


02L Dr tra ANR SE Rx) 


2 = — - + — -. —_— += — - 
Op dv M 0 ou L où 01 N oÀ dv fi L d dÀ 


-Y oL 0 1 OL 0x r OL 0x 
di \L 0 Où Momo No dv 
I 


OM 0x 1 ON =) 


\M © 0p Aa N Op ov 
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ou 
ŒL __10L0L 1 0LoM, 1 oL oN 
ou Lou à Mo à No ou 
[6] 02M PT 0M 0M 1 OM ON 1 0M DL 
M TON TU N A NT L our 
ON rt ON ON 1 ON OL. 1 ON oM 
Où du N du 01 L 01 où M ou 0 
Maintenant différentions les formules 
Tr 0L stor 0x 1 OM ox dx 
SD IES oX ou” + ee op?” 
extraites des tableaux [20]et[23]; on a 
I 02L 0x x 
om Dino) Dia no 
I ENS x dx 0x x 
2 0? oh? ou? 0X ox ou?” 
ou 
1 2L 02M 2x \ “ee 927 
2 | op? OX? dÀ so) — 2 pu? 
ou, en vertu de [24] et[25|, 
9 L 02M + D: 1 0Lut0r 1 OM ox |? 
M0 où] L Ou 0x M où ou 
r'0L\0r 1 OL 0x PL OL ox 
> L où où Mou op Nov ov 
1 0M 0x 1 OM 0x 1 0M 0x 
* [M où ou Nov à  L ok où 
c’est-à-dire 
à 02L PAM. Er À Pt L OM \? 
du? ‘ où? L is TM x) 
[27] 2102 0M 1 0L0M 1 0L 0M 
Loto) M op on N dv dv 
On peut transformer les relations [26] et [27] comme il 
suit : on a 
(a) oVL _ 1 0 DEA 
Op 2 VL op ou op 


202 CHAPITRE IV. 


AL _, 9VE 9VE Ver VL 
Op OV au op Ov Fi ou dy 
La première formule [ 26 | devient alors 


[8] ®YL _ 1 oÿLavM te VE ON. 


Op dv VM op dy VN Ov op ÿ 


on a ensuite 


oVL TOOL oL VA 0 VL 


OR 2 ÿL op” op. 
PL DUT EME SO at ne 2 
Ou Due > ( AT « 


[27 ] devient alors 


0}? 


— EM 1 0YL oVM MTL LR 
14 L où oÀ Gi] M où ôp N dv FRE 


De __ ÿÿM 
L QUE + YM »VM 


en divisant par LM, on a 


I aVL. 1 dVM 
UM ou? TL ok 
1 0OVL 0VM 1 0YL 0VM LOVE oVM 


L'01 dk. M Ou ou CN 


ce que lon peut encore écrire 


(> OVE) . 0 f 1 0ÿM\. ro Vionums 
7 | 


0 \/M 0 OX | JL Où )  LSNINONENSE 


[29 | 


Les formules [28] et [29] sont les formules de Lamé, à cette 
différence près, que Lamé pose À = p,u—ps,y=ps; EP, 
M = H?, N — H?. Nous n'avons pas adopté les notations de 
Lamé, parce que nous voulions conserver dans ce Chapitre 
les mêmes notations que dans le précédent. 
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XI. — Recherche des systèmes orthogonaux. 


Deux manières de trouver les systèmes de surfaces ortho- 
gonales se présentent immédiatement à l'esprit : c’est d’inté- 
grer l’un ou l’autre système d'équations aux dérivées par- 


lielles 

0x dx 0x 0x 0x 0x 

1 Tri ie Note 
ou 

0 du du dv 0À dy 

05 0 ” “dr 0% 0x 0 


comme les efforts des géomètres sont restés impuissants, on 
a cherché à faire dépendre la solution d'équations linéaires. 
Voici comment Lamé a résolu la question. 

Il est parti des formules [28] et [29]; posons 


War 0 VL ; r oVM s r ON 
IE: = &, — —— = b", FRS = = C, 
V M ok we N V LUE X 
(m) D Le ul 
mo 4/L : 1 0VM 1 OVN 
TT = , Se À * =D, rs = C,, 
VN  ‘ VE d M dk 


nous aurons, au lieu de [28 |, que l’on peut écrire 


1 ®YL 1 0VLOVUM 1 EL oYN 
M 9 0v MO Tan VNM © oh k 
TT 1 0OVL oVN 1 dÿL 0VM 


Re  —— — 3 , 


VN 9H 0 N Oov du VMN 9  0v 


les formules suivantes 


1/7 IE ac var a'b" 
FOTO { Op à 
0b" £ db à 
[30] pa — ba ; sy — b C; 
oc Ur oc TE 


op 
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Les formules [29] donnent 


1 + cs + a"b"= 0 
op 0À LR 
0b" dc’ 

[31] ET 4 du + bce— 0, 
de + + c'a'=0 
où AY ni ANA 


Ces dernières formules sont linéaires par rapport aux déri- 
vées de a, a”, b', b”, c, c', ce qui est peut-être un avantage; 
si l’on pouvait les intégrer, l'élimination de M el VN, par 
exemple entre les équations (m), donnerait 


2VL 104 08 L'ART OUT 


Op Ov mat Op 0,44 00 99 
et L serait déterminé par une équation linéaire; mais, quand 
même L, M, N seraient connus, il serait encore difficile de 
calculer À, a, v en fonction de x, y, z. 


XII. — Coordonnées elliptiques. — Lignes de courbure 
de l’ellipsoide. 


La recherche des systèmes orthogonaux est difficile; le 
nombre de ces systèmes connus est encore aujourd’hui assez 
restreint. Après les systèmes de plans, les systèmes de sur- 
faces sphériques, coniques et planes, qui constituent les coor- 
données rectilignes rectangulaires et polaires, les systèmes 
orthogonaux, les plus remarquables sont formés par les sur- 
faces homofocales du second degré, représentées par les 
équations que nous avons déjà eu l’occasion de rencontrer 
plusieurs fois, 


—= I, 


r2 y2 z2 
La) Mr Er. Ve To 
Tr? y? z? 
FOIE PS ve D do CS 


Par chaque point de l’espace, il passe trois surfaces du 
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système (1), comme on l’a vu et, si À, 1, y désignent les para- 
mètres de ces surfaces, ces trois quantités déterminent un 
point et en sont les coordonnées elliptiques. 

Le système de coordonnées elliptiques est orthogonal; car 
les trois surfaces (&), qui passent en un point, s'y coupent, 
comme on l’a vu, à angle droit et par suite suivant leurs 
lignes de courbure; donc (t. Il, p. 321): 


Les lignes de courbure de l’ellipsoide 


sont données par cette équation, d’une part, et, d'autre 
part, par l’équation générale des surfaces homofocales 


x? ‘4 g2 
PA rs ne Ven 
CAROL Op Hp 
ainsi que cela résulte du théorème de DEN 
Les équations (x), résolues par rapport à +, y, 3, donnent, 


comme on l’a déjà vu, 


{ (a? 24H À)(ai+ pu) \(a?+y) 
AT ————— —— — : 

| Een 

{ 


(8) iY= 


Ab? +7) COCA v) 
(b2— c?)(b?— a!) 


Ut / CH À)(C+u)(c?+v 


(c2— a?)\c?— b?)} 


Ces formules servent à passer des coordonnées rectilignes 
aux coordonnées elliptiques. 


XIII, — Calcul de divers éléments des surfaces du système 
elliptique. 


Nous allons calculer tout d’abord les éléments L, M, N : 
posons 


" — ————  — —_— —— ==» 
() DOM 0 p AuCr EE, EP 


(à) (a2+ p}(b2+p)(et+p)=F(p); 
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si l’on appelle À, u, y les racines de f(p)= 0, comme la plus 
haute puissance de p dans f(o) a pour coefficient 1, on a 


(e) fe) =tP A) (P = pte—v): 


Cela posé, des équations ($), on tire, en prenant les déri- 
vées logarithmiques, 


0x 


I I 1 
DONNAIT EE) 


2 


L 1 x? v2 32 
PR nee na D I NE LI a 
4 Ca? LA) TEE IN (TEE 


ou 


1 d a? 2 z? 
L= + - — PR ER AE APANURE ee 1) 
4 dÀ A+ À  bi+À. c2+) 


Os 


la dérivée étant prise comme si æ?, y?, 3? étaient indépen- 
2 F] 


dants de À. On peut encore écrire 


ar Ë ne | 
4 Lde F(p)lo=x 


or On à 
d fe) _d (b—A)(o—m)(p—v) 
7 


dp F(p) 2 dep (p+a?)(p + b?2)(p + c?) Ê 
il I I 
_ F(p) \p—à Mo 


Sil'on fatp=À,ona 


LT CA 
Lise" 
à FO) 
ou bien 
Dr (À — pp) =») 
4 (XÆ a?) 2 PNA 
(o) Or (u—v)(u— 2) 


A(u+æe)(u+0b2)(u+ ce) 


AE (v—p)(v— 2) | 
TAC+#)0 +00 +) 


— 


Dans l’ellipsoïde les coordonnées des ombilics sont 


a? — b? b3 ER 
LT = D ———— M0; 2107 ; 


, LP EIAES 
ad? — C2 ais 


À 
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si l’on égale ces valeurs de x, y, 3 à leurs valeurs ($), on 
trouve, pour coordonnées elliptiques des ombilics, en faisant 


Y—= O, 


et, en supposant y quelconque, 
À=—(b2+ y), um = —(b2+)). 


Cherchons maintenant les rayons de courbure princi- 
paux : en appliquant les formules qui donnent les courbures 
principales des surfaces orthogonales (p. 191), on trouve 


VC + d?)(v + 02(y + c?) 
PAU y 
Po (u—v)VO Ho) 


MA VO + a) € b2)(0 + ab 
Puy CENT CN) 2) 


? 


on en conclut les relations très simples 


PL 
Puv X ÉScHt 
AE tm 
PA H—À 
Pw __ À 
DES - 
PA. Er 


el, par suite, 
PAy PuX PAv + PvX Pau Puv — 0. 


Les rayons de courbure des lignes de courbure seront 
donnés par les formules 


T 1 1 
Rae = ae 
Ri, Puy  Pvu 
Les courbures géodésiques des lignes de courbure ont une 


F . . I , PER 
expression assez simple. Soit a la courbure géodésique de 
UV 
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la courbe p — const., y — const;"ona 


LOREANON VO + a)CX + b2)0X + €?) nn. 
Var 0 2 0 VO UE NES 
1 1 Y(A—+a)(X Fb?)(À + ec?) | KFeS 
AN VU = NN Eu) v— À 
donc 
TENUE 


Yuvy  H—À? 
il en résulte 


You Vo Yu = Yuv YA YR ue 


La torsion géodésique des lignes coordonnées est nulle, 
bien entendu. 


XIV. — Discussion des équations des lignes de courbure 
de l’ellipsoide. 


ILest mportant de se rendre compte de la forme des lignes 
de courbure de l’ellipsoïde pour chaque valeur des para- 
mètres ). et ne qui entrent dans leurs équations 


x? r2 2 
We ai 162 ee cé 
x? 72 3? 


© + ni — — 
a? + } b2 + À C?+ ) 


ne 
a+ b+u C+ 


ÉEliminons 3 entre ces équations : nous avons 


‘at(a?—c?)  y?(b?— 0? 
1 a(a?+ À)  b?(b2+7)) 


(À) 


1, 


xt( a? — c?) y?(b? — c*°) 
MTS SE 
a?(a?+n) b2(b?+u) 


nous supposerons a > b => c, et nous nous bornerons à con- 
sidérer la première équation. Nous ne donnerons pas à À de 
valeurs positives, parce que les lignes de courbure seraient 
imaginaires, bien que se projetant suivant des ellipses réelles, 
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les surfaces ($) étant tout à fait intérieures à l’ellipsoïde (x). 
Si l’on donne à À des valeurs supérieures à—c?, on a 
toujours des ellipsoïdes pour la surface (6), et les ellipsoïdes 
sont intérieurs à l’ellipsoïde proposé : ils ne peuvent tou- 
jours pas le couper. 
Supposons maintenant À compris entre — b? et — c?: la 
surface (D) sera un hyperboloïde à une nappe coupant l’ellip- 
soïde suivant des courbes se projetant suivant des ellipses (+); 


Re 
pour À— — c?, on a l’ellipse 

x? 2 

= += J — I, 

a? b? 
quiest une ligne de courbure, et, pour À — — b?, l’axe des x, 


l’hyperboloïde s’est réduit au plan des zx, la ligne de cour- 
bure se réduit alors à l’ellipse principale située dans le plan 
des æ3. 

S1 l’on fait varier À de — b* à — a?, la surface (B) est un 
hyperboloïde à deux nappes qui coupe l’ellipsoïde suivant 
des lignes de courbure (y) se projetant suivant des hyper- 


boles; pour À — — b?, comme nous l'avons fait observer, on 
a des hyperboles infiniment aplaties se confondant avec l’axe 
des x; et, pour À — — a?, ces hyperboles se réduisent à l’axe 
des y. 


I] résulte de là que, si l’on fait varier À de — c? à — b?et 
u de — b? à — a?, on peut se procurer tous les points réels 
de l’ellipsoïde, une fois et une fois seulement. 

Sans qu'il soit nécessaire d’insister sur ce point, on verra 
facilement que les projections des lignes de courbure sur les 
autres plans de coordonnées sont encore des coniques. 


XV. — Lieu des centres de courbure principaux de l'ellipsoïde. 


Le liéu des centres de courbure principaux de lellipsoïde 
peut s’obtenir en regardant ce lieu comme l’enveloppe d’une 
L. — Traité d'Analyse, VII. 14 
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série de plans normaux principaux. Soient l’ellipsoïde 


el 
x? és 22 
+ on De D 
(B) a+ À D? + À C2? + À 


l'équation d’une surface homofocale. Le plan tangent à cette 


surface 
Xæ nu Zz 
a? + À b2 + À C2 + À 


sera une section principale; ses coordonnées tangentielles 
sont 
æ V > 


A blem 5e ce = CU — — 
() 5 AR L brie 3 CIE 


l'élimination de x, y, z, k entre (x), (6), (y) donnera l’équa- 
tion tangentelle du lieu. L’équation (B) donne 


(3) (a+ ))E+(b+ À )nr+ (cr À) 


l'équation (x), combinée avec (f), donne 


Ë æ2 & He. 23? a 
aa +)) b2(b2+ À) SCENE 
ou | 
r2 
(e) (a+) À + (&4+ 2) À + (+) E =: 


En éliminant À entre (d)et(s),on a 


2 2 
G+m+epe(s ++ .  } (at E2+ bn? + c2E2— 1). 


XVI. — Lignes de courbure de la surface podaire de l’ellipsoïth 
par rapport au centre. 


Lorsque l’on connaît un système de surfaces orthogonales, 
la transformation par rayons vecteurs réciproques fournit de 
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nouveaux systèmes orthogonaux et, par suite, de nouvelles 
surfaces dont on connaît les lignes de courbure. 

S1 l’on transforme le système de surfaces homofocales 


x? 2 32 
tn 
A2 +} DEA} Cet) 6 

en prenant pour pôle de la transformation l’origine des 


coordonnées, on a 


AE À b22 ] TE a 


Les surfaces contenues dans ce type se coupent orthogonale- 
ment et, par suile, suivant leurs lignes de courbure. 
Or la podaire de l’ellipsoïde 
dx? 02y2+ cz? = 1 


a pour équation 


a? b? c? 


ses lignes de courbure sont donc données par des équations 
de la forme 


x? y? g? 


© + —— + ——— =(x?- 
DUB EX 0: Éta0e 


= 


L 


XVII. — Lignes géodésiques de l’ellipsoïde. 


Pour trouver les lignes géodésiques de l’ellipsoïde 


2 2 
C2 ; Hi nos 
CN it 
C 


nous le comprendrons dans un système de coordonnées ellip- 
tiques, c’est-à-dire que nous ferons y — 0 dans les formules 
du paragraphe précédent. Nous chercherons ensuite une 
solution complète de l'équation aux dérivées partielles 


1 /08 \? 1 / 00 \? 
(a) (x) + (5) A: 


héx ctd! Ah 
r Le 1 
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cette solution, différentiée par rapport à & et à L, fera con- 
naître les équations finies des lignes géodésiques. Quand on 
fait y — 0, les valeurs de L et M sont 


RE (À — p)À 
AA +ae)Q Bb) + ee) 
NT CE AIN INR 
_4(m+a)(u+b?)(u+ ce?) 


en posant, en général, 


M P 4 
Fe) 


(pr a2)(pe 05) (pc? 


Le pfO), . M=(u—X)f(u) 


l'équation (ax) devient ainsi 


l CO ON (5e 
(= p)fG) \X/ (UN) CIN OL 
On peut écrire cette équation comme il suit : 


PA : 8/40 7 k 
Fo () 705 Ge) = 30050 


alors on a la solution complète 


= fp/2a-asca-ff/Etu-c a 


en appelant $ une nouvelle constante, les équations des lignes 


géodésiques seront 


NPA PES | 
(B) fv en dÀ - [4/28 di 00 


D Gran [V(u+a)ftu) du = sorte 


Dans ces formules 1l y a quatre constantes «, Ê, het c : une 
de ces constantes est de trop; cela tient à ce que nous avons 
considéré deux équations différentielles de nos lignes géodé- 
siques, alors que l'équation finie de la surface était une 
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équation finie de nos lignes. Nous allons en effet déter- 
miner . Pour cela, observons que 


(@) ds = LaM+ M du? —1[(A — p)f(A)dA + (u — 2) f(u)du?]. 


Or de (5) on tire 
DELO) _ dus. ftu). 


hreid m+a ? 
d’où 


De 0) 2/00) eue) 


À—p (À + œ)? ‘s (He + a)? 
ou encore, en vertu de (à), 
CSS 
Horn) | 
= AMF +a)+duf(p)(u+a)—2dùduy FO m)ÜA+a)(u+a) 
(A+a)} +(pu+a)}}—2(À+a)(m x) 


ou,remarquant que les dénominateurs sont égaux et extrayant 
les racines des numérateurs, 


2 ds = d\ VF(A)(X + a) — du Vf(u)(u + a); 


comparant celte formule avec (+), on voit que l’on doit faire 


V2 == À 
Nous avons vu que les coordonnées elliptiques des ombi- 
lics sont À — — b?, u — — b?. 


La longueur d’une ligne géodésique comptée à partur d’un 
ombilic sera donc 


À be 
ef VIA + a) — [| VF + 9 du 


cette expression de 25 est susceptible de quatre valeurs en 
changeant les signes des radicaux; ces valeurs correspondent 
aux quatre ombilics. Prenons deux d’entre elles, la précé- 
dente et 


A PR RE ET RTS GET, 
= | VO +a + [ Vue) du 


— bd? e — bb? 
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nous avons, en ajoutant, 


À 
oil V'ACIAEETR) di 
— pe 
si l’on suppose s + s' constant, À sera constant; ainsi : 


Taéoreme. — Le lieu des points, tels que la somme ou la 
différence de leurs distances géodésiques aux ombilics 
soit constante, est une ligne de courbure. 


En d’autres termes : 


Les ellipses géodésiques ayant les ombilics pour foyers 
sont les lignes de courbure. 


Les équations des lignes géodésiques peuvent encore 
affecter une forme remarquable due à Liouville. 
Différentions l’équation (6), il viendra 


CFONTEAX / fu) dy 


à + a ds (0V 0 ER 
ou 
JO) (D) SAONE 
À+a\ds] u+a\ds 


or, en appelant z l’angle que 4 — const. fait avec la géodé- 
sique, On à 


1) \ 2 d\? 
cos? i = L (S) = A — 70) (&) ) 


É 2 du.\2 du? 
Rx =M() =; (07 (SE) 


ds 
d’où 
dÀ\2  4cos?i 
du AMEN SINATS 
la formule (4) devient alors 
4 cos? 4 sin?t 


Q—=p)A+a) (p—I1)(p+a) 
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ou 
(n) ue cos? + À sin?i = «. 


Telle est la forme sous laquelle Liouville a mis l’équation des 
lignes géodésiques. Exprimons que l’équation précédente (r) 
. er 2 Er 2 ? \ s Se ? # 
a lieu pour u = —b?, À — — b?, c’est-à-dire qu’elle passe 
par un ombilic; nous aurons 
— b?cos?12?— b?sin?1?— x ou a — — b?, 
et alors (n) deviendra 


pe cos?i + À sin?i — — b?; 


test le même quand on considère deux ombilics différents ou 
bien il prend des valeurs supplémentaires; donc : 


THéorëmE II. — Deux géodésiques, issues de deux ombi- 
lics différents, font des angles égaux ou supplémentaires 
avec les lignes de courbure qui passent par leur point de 
rencontre; 


Propriété qui rapproche encore les lignes de courbure de 


l’ellipse et de l’hyperbole. 


XVIII. — Coordonnées paraboliques. Lignes de courbure 
des paraboloïdes. 


Les équations 


2 


æ? de 


RS nor ce D 
A RE CRE 40 TRS 
(a) FOUT ÉPÉ SEEN 
x? , V2 
- 2 ii 


—— 
FE POTIERR 


sont celles de trois paraboloïdes homofocaux qui déterminent 
par leur intersection un point (x, y, z); ce point est aussi 
déterminé par les paramètres À, 4, y qui sont ses coordon- 
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nées paraboliques; ces coordonnées sont orthogonales, comme 
l’on a vu, et les formules de transformation sont 


| a 2 GE RICE re P)Q Te FRS 
q —P 

(B) 2 OPERA 
| p—9 


—23=p+g+Àt+p—+EN. 


Les lignes de courbure des surfaces(«) sont leurs intersections 
respectives et, en particulier, les lignes de courbure du para- 
boloïde 


— + 
P 


sont données par cette équation et par la suivante, où p est 
variable 
9 


X° he 
À — 
PÉFLSERRE 


Ces équations sont faciles à discuter. 


XIX. — Lignes géodésiques du paraboloïde. 


Quand on effectue les calculs, on trouve pour les coordon- 
nées paraboliques 


I [ 
117 Op OT 740 


I I 

M = - 
Le (+ p} Te 
I I 

ee 4 Lie (y + p }? 4? (y | 1 


Si nous supposons y — 0, les équations des lignes géodésiques 
du paraboloïde 
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seront données par l'intégration de l'équation 


A Ra en 
L | a M Er ol 


la connaissance d’une intégrale 6 de cette équation renfer- 
mant une constante à fera connaître les équations des lignes 
géodésiques 

08 , 06 

Fale rh d — = $ + COnSt. 


oh 


Or, L et M ne contenant que À et que &, on pourra prendre 


o= favLar+ [Van ai ap, : 


et l’on aura, pour équations des lignes géodésiques, 


me , — fVMay =e, 
2h — a? 


—— 7—© fn du = s + const.; 


la seconde fait connaître l’are de géodésique. Les intégrales 
qui figurent dans ces formules dépendent seulement, comme 
on le voit, des fonctions elliptiques. 

Nous bornerons là notre étude sur les coordonnées para- 
boliques, la plupart de ces propriétés pouvant se déduire, 
par la méthode des limites, des propriétés des coordonnées 
elliptiques, dont elles ne sont, en définitive, qu’un cas parti- 
culier. 


XX. — Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques. 


Nous avons vu que deux figures sont transformées l’une de 
l’autre par rayons vecteurs réciproques, par rapport à un 
pôle O et relativement à un module k, lorsque, M et M’ dési- 
gnant deux points de ces figures situés en ligne droite avec 


le point O, on a (t. IT, p. 245) 


OM.OM'=— Z2. 


218 CHAPITRE IV. 


Soient (x, y, 3) un point de l’une des figures, et (x!, y, z'} 
le point correspondant de l’autre : on a vu que l’on avait, le 
pôle étant pris pour origine des coordonnées, 


&: æ' ke? 

LEE mL yi+ 32 
A 

) Re ie mere L 
g' #2 


2 CS g'2+ V2 + z2? 
on en déduit, du reste, x', y', z! en fonction de Z, y, 3 au 
meyen de formules analogues. 

Soit 


(2) Un + Uni + Uno +... + U = 0 


une équation algébrique, U; désignant en général un poly- 
nôme homogène de degré à en x, y, 3. Si dans ces poly- 
nômes on remplace x, y, z par leurs valeurs (1) et si l’on 
supprime ensuite les accents devenus inuules, cette for- 
mule (2) deviendra 


(2) 2m U,, + k2m—2 Un-1R2+... + U, R? = 


R? désignant, pour abréger l'écriture, æ? + y? + #?; cette 
équation sera, en général, de degré 2m; toutefois ce degré 
peut s’abaisser. 

Soit p le degré du polynôme U,, U;, ... qui a l'indice le 
moins élevé et qui n’est pas nul; en d’autres termes, soit p le 
nombre de fois que la surface (1) passe par l’origine. Soit q 
le nombre de fois que la surface passe par le cercle ombilical; 
en d’autres termes, soit 9 —1, si U,, contient R? en facteur, 
soit g = 2, si U, contient R‘ en facteur, et si U,,_, contient 
R? en facteur, etc., il est clair que le degré de (2) transformée 
de (1) par rayons vecteurs réciproques sera 


MmM=2Mm—2q —pP; 


d’ailleurs, en appelant p' et g' les nombres analogues à p etq 
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pour la seconde surface, 


RARE < 
Pp=m—2q, 


JE M Pr; 


- de sorte que pour qu'une surface conserve son degré après 
une transformation par rayons vecteurs réciproques, il faut 
que 

M—2Mm—2qQ —p 


ou que 
Mm—=2q + D. 


Une surface du second degré doit donc avoir un point double, 
c’est-à-dire être un cône, ou avoir comme ligne à l'infini le 
cercle ombilical, etc. 

A côté de la transformation par rayons vecteurs réciproques 
vient tout naturellement se placer une autre transformation 
que nous allons faire connaître. 

Nous appellerons, dans une transformation par rayons vec- 
teurs réciproques, sphère directrice la sphère ayant son 
centre au pôle et dont le rayon est le module Æ de la trans- 
formation. 

Soient P un point quelconque de l’espace, x’, y', z' ses coor- 
données : son plan polaire IT par rapport à la sphère directrice 
a pour équation 


(3) Xæ+Yy'+Zz = k?. 


Exprimons que ce plan est perpendiculaire au milieu de la 
droite qui joint deux points (x, y, z) et 


correspondants par rayons vecteurs réciproques ; nous aurons 
à identifier l'équation de ce plan avec 


2% 2 
(X—xP+(Y— y} +(Z — s=(x— F = 3) SAR 
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ce qui donne 


C4 /e2 
22 Te L À kt f 
res VAE l. PA — 
À El m8 don mL A RE D? + VER 
on en tire 
; 2 k2% 
— Fo 
a+ y2+ 32 + k2 
2 2 
(4) / VE se = 
a+ y? 32 + 2 
2k'23 


a+ y z+ k?? 


et, comme l’on voit, le point (x’, y’, z!') est sur la droite qui 
joint le point (x, y, z) à l’origine et, par suite, son corres- 
pondant aussi. 

Les formules (4) sont de véritables formules de transfor- 
mation analogues à celles de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques. 

Quand le point (x', y', 3!) sera donné, il en résultera deux 
points + que l’on construira facilement. Quand le point x’ 
décrira une surface d’ordre m, en général les points x se 
trouveront sur une surface d’ordre 2m. Si l’on appelle pre- 
mière figure une figure décrite par x’, y', 3’, et seconde figure 
une figure décrite par +, y, 3, on pourra dire que : 


St la première figure se compose de deux lignes ou de 
deux surfaces tangentes, leurs correspondantes dans la 
seconde figure le seront aussi, etc. 


XXI. — Des anallagmatiques de M. Moutard. 


M. Moutard a donné le nom d’anallagmatiques aux sur- 
faces qui sont à elles-mêmes leurs propres transformées par 
rayons vecteurs réciproques. Leur degré ne devant donc pas 
changer par une telle transformation, elles auront nécessaire- 
ment des singularités qui en faciliteront l'étude. 


DES COORDONNÉES CURVILIGNES DANS L'ESPACE. 221 


Tuéorëme DE M. Mourarn. — Toute anallagmatique est 
l'enveloppe d’une sphère orthogonale à la sphère direc- 
trice de la transformation par rayons vecteurs réct- 
proques, dont ‘le centre se meut sur une surface fixe 
appelée déférente. 


En effet, considérons sur une anallagmatique trois points 
infiniment voisins &, b, c, et leurs trois correspondants par 
rayons vecteurs réciproques a’, b', c'; par a, b, cet a, on 
peut faire passer une sphère, et, à cause des relations sui- 
vantes où o est le pôle, 


oa *< o& = 0b *< ob! = oc *< oc! = K2. 


Les points D’ et c’ seront sur cette sphère, évidemment 
orthogonale à la sphère directrice, puisque la longueur de la 
tangente issue de l’origine à cette sphère aa'bb'cc' est k. 
Cette sphère à la limite est bitangente en & et a’ à l’anallag- 
matique; donc, etc. CHOLET ID: 

Réciproquement, toute enveloppe d’une sphère dont le 
centre décrit une surface fixe et qui reste orthogonale à une 
sphère fixe est une anallagmatique. Nous allons donner de 
ce théorème une démonstration qui permettra de trouver 
l’anallagmatique connaissant la déférente 


(1) Ja B, Y)=0. 


L'équation de la sphère mobile est 


(œ—a)+(y—pP+(s—vP=R, &+fp+y= +R 


ou, si l’on veut, 

(2) æ+y?— 32—2ax —286y—2ys+A2— 0. 

Son enveloppe s'obtiendra en éliminant %, $, y entre cette 
équation, (1)et 


D AE Pa 


10 De 


| 


1° On voit que la direction x, y, z du rayon vecteur de 
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l’anallagmatique est perpendiculaire au plan tangent 


OO HOf PET 
da” 08” + de la déférente. 


AURCAEL à A N A 
2° Si l’on égale chacun des rapports (3) à —; N? désignant, 
’ of \? of \? ‘of\? , x 
pour abréger, (5) + (2) ee (5) * alors 0? sera égal à 
x? + y? + 2°, et on aura, en combinant (2) et (3), 


2 \a GER UA LOYER 
nf es 2". | ARE 


On reconnaît donc que p a deux valeurs et que le produit de 
ces valeurs est égal à £?, ce qui montre bien que : 
Le lieu des points x, y, 3 est une anallagmatique. 


(0) : > fr x ]; 1 
3° Le plan tangent à la déférente est perpendiculaire 
sur le rayon vecteur de l’anallagmatique au milieu de la 
corde qui joint deux points correspondants de l’anallag- 
malique. 


XXII. — Équations des anallagmatiques. 


Les propriétés fondamentales que nous venons d'établir 
contiennent toute la théorie des anallagmatiques. Nous 
appellerons seconde déférente d’une anallagmatique la po- 
laire réciproque de la déférente prise par rapport à la sphère 
directrice. 

Ceci posé, par un point À de la déférente menons un plan 
tangent; soit M le point de la seconde déférente qui corres- 
pond à ce point, m et m/' les points correspondants de l’anal- 
lagmatique; en appelant x, y, z les coordonnées de l’un des 
points m, m',et x’, y', z' les coordonnées de M, on aura, en 
refaisant un calcul déjà développé au paragraphe antépré- 
cédent, | 


2 k2x 


Le CRE Pr 2 
(1) DE Er Cars? à © JM NN 
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en sorte que, si 
(2) ACER S Zz,t)=0 


est l'équation de la seconde déférente rendue homogène, 
l'équation de l’anallagmatique sera 


EEE) 
: = 0. 


(3) far ES UE 


La même transformation (1) permet de trouver les focales 
des anallagmatiques. 


Considérons la développable circonscrite à la seconde 
déférente et à la sphère directrice; soit 


(4) DD , %; t)=0 
l'équation de cette développable rendue homogène, je dis 


que 


\ 


a? + y? + 22 + k2 


(5) 1672 3, AT }=0 


sera l’équation de la développable qui contient la focale. 


En effet, nous passons de l'équation (4) à (5) en appliquant 
la transformation (1). L’équation (2) et l'équation (4) repré- 
sentent des surfaces circonscrites : donc les équations (4) et 
(>) représenteront aussi des surfaces circonscrites ; l'équation 
(4) est la surface polaire d’une courbe et (5) représente 
encore une enveloppe de sphère, mais dont le cercle reste sur 
une courbe; ces sphères sont toujours orthogonales à la 
directrice, mais 1l est facile de voir que leur rayon est nul, 
car la déférente, étant le lieu des pôles des plans tangents à 
la développable (4), se trouve sur la sphère directrice. Mais 
il est facile de voir qu'une pareille enveloppe est dévelop- 
pable et qu’elle a pour équation p? +gqg?+1—o. Admet- 
tons-le, on voit que, étant circonscrite à l’anallagmatique, elle 
n'est autre chose qu’une développable dont la ligne double 
sera la focale. 
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Arrivons à la démonstration du théorème sur lequel nous 
venons de nous appuyer. La sphère de rayon nul 


(a) (œ—a}+(y—B}+(s—v}=0, 


où «&, P sont fonctions de y, enveloppe une développable 
isotrope (p?+q?}+1—=0). $ 

En effet, l'enveloppe est représentée par l'équation (a) et 
(è) (æ— 2)d (y mb) PES INR 


/ Û 


Si l’on différentie (&) par rapport à zet à y en tenant compte 
de (b),;ona 

(T—ux)+(3—Y)p =, 

HIT (NES 


d’où l’on tire, en éliminant &, 6, y, 


| Dig 
donc, etc. COOFAD. 


XXIII. — Anallagmatiques du quatrième degré homofocales. 


Notre but n’est pas de faire une histoire complète des 
anallagmatiques, nous avons seulement l'intention de faire 
connaître un système de surfaces orthogonales découvert par 
M. Moutard et qui dérive naturellement des théories que 
nous venons d'exposer. 

On trouvera des anallagmatiques homofocales en cher- 
chant des surfaces du second degré inscrites dans une déve- 
loppable circonscrite à la sphère 


(1) a+ y2+ z2—k 


(2) Det PT. VERS SRE 
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C’est ce qui résulte de la théorie exposée au paragraphe pré- 
cédent; or posons 
X=ax +by +czs + dt, 

Y= ax +b'y +c'z + d't, 

Z= ax + by +c's + d't, 

T=a"x+b"y + c"z+ d"t; 

supposons cette substitution orthogonale, et soit é — Æÿ—1; 
l'équation 

(3) X24YV2+Z22+T2—0o 

sera identique avec (1), et même on aura identiquement 

(3 bis) X2+ Y2+ 222 Ti 22 + y + 32 — k2. 

Une autre surface du second degré, rapportée au tétraèdre 
conjugué X —0, Ÿ —0, Z—0, T —0, pourra être repré- 
sentée par 


Les équations tangentielles de (3) et (4) sont 
2 m+ n+p?=o, 
al2+ Bm?+yn?+0p?—o, 
si bien que l’équation tangentielle d’une surface du second 
ordre inscrite dans la même développable que celles-ci sera 
(A—a)l2+ (À —f$B)mi+(Ài—y)n+(1—0)p?=0o, 
et son équation ordinaire sera 


X2 Ye Cr 


! 


STAR TS RS 


De 


SERRE eu 


Eur re 


ou plus simplement 


— O, 


ou encore 


L. — Traile d'Analyse, VII. . 19 
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Faisons maintenant la transformation (2), nous aurons 
l'équation générale des anallagmatiques du quatrième degré 
homofocales 


(5) D _— [(az + by + cz)24?2+ dk V— 1(æ2 +y2+ 32442) —0; 
nous poserons 


S—2+y?+ 22 (ax + by +cez)+k; 


7 ok 
AVI 
alors (5) pourra s’écrire 


À d2 k2 
(70 Pen 


Mais on peut obtenir une forme beaucoup plus instructive 
au moyen de l’artifice suivant : 


L’équation 
Ne vs Ë 
AR EN 2 Nr à m? ae l 55 AS TEE" E p? = 0 
m—a ER Et m—0 


représente aussi une surface du deuxième degré inscrite dans 
une développable circonscrite aux surfaces 


2 


[2 a [2 
à =) à) et ; 0 
M — H — « 


et en parüculer à la sphère, que l’on obtient en prenant 
= 


Le. L’équation de ces surfaces en coordonnées ordinaires 


sera 

Dee L: 

A à FAR) 

ou encore 

X2(u — À) x 

Des 
ou enfin ‘ 
; X2 U2 

(6) a + = 0, 
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en supposant que x soit une des quantités &, 5, y, 0, meten 


posant 
AN: 22-0UL3 UT, 


C’est dans la formule (6) que nous faisons la substitution (2); 
alors, en observant que, si l’on pose 


S = a+ y?+ 32 — X?, 


kr(a?+ 72 + 32 
Mets A1 — a —— > ) REY 
(x? + yi+ 22 + 2)? 
ARS + ARS — 2(S + ok?» 
LAN ER Te 
72 S? 
(a+ y?+ +) 


l'équation (6) pourra s’écrire 


GRR z)2k2+ dY—1k(a+y?+ 3 +84? DE 25? 
À — a er 


or, SOIL 


k 
DD y? + 2° + = (at + by + cs) + 
C 1 


DONDIR Sen 006 se a se go els € o ne, 61e de ».e"6,e Se /o1e 0e. 016.2 0 0, + © e°0:3 


A, B, C, D seront les puissances de sphères dont nous appel- 
lerons les rayons M, N, P, Q. Il est facile de voir que ces 
sphères sont orthogonales entre elles et à la sphère S —0; 
en mettant en évidence les quantités À, B, C, D, l’équa- 
tion (6) s'écrit 


W), (N,(@).@.@ 


ju MD 5 ET ANR TEST AMES r 


Telle est la forme sous laquelle on peut mettre les équa- 
ons des anallagmatiques du quatrième ordre homofocales. 
Cette équation est du troisième degré en À, ainsi qu’on l’a vu 
en la mettant sous la forme ( f). 
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XXIV. — Du système triple formé d’anallagmatiques homofocales. 


Nous reprendrons les équations des anallagmatiques 
homofocales pour démontrer les propriétés de ce système, et 
surtout pour prouver qu'il constitue un système orthogonal. 

Nous écrirons l'équation de ce système ainsi 


(1) D = 0. 


Si Do +, 5 seront alors les puissances de cinq sphères 
quelconques orthogonales deux à deux, R;, ..., R; seront 
leurs rayons et 4, do, ..., A; Seront cinq constantes. 

À chaque valeur de x, y, 3, ou de S,, S:, ..., S$; corres- 
pondent trois valeurs de À : done en chaque point de l’espace 
passent trois surfaces (1); il est facile de voir qu'elles s’y 
coupent à angle droit. Soit, en effet, G le premier membre 
de (1), H ce qu'il devient pour À=ÿu,ona 


OCTO, LOGO RO LAAE 
0x 0x dy 07 | ds 03 
0G 0H 05; 0S; 08; 05; 05; 0; 
OS; 05; Ÿ 


0x 0%  0y 0y 0z dz 
Or, on trouve que 


2(S;+S:) sir27 


SOS LOS ADS RS AO 
4Si+ 4R? Si =) 


M AN D 


quand les sphères sont orthogonales, donc 


9G 0H, "m2, 


0x 0x 
‘ 9G 0H 
AD 08; 2e : OS 


Or, les fonctions G et H étant homogènes, on a, en les sup- 


posant nulles, 
0G 0H D , 9G 0H 
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Le second membre de cette formule est à un facteur près égal 
à G—H; on est donc bien en présence d'un système triple 
de surfaces orthogonales. 


Remarques. — L’équation (1) où À est donné appartient 
en définitive à une anallagmatique quelconque du qua- 
trième degré, et l’on peut, sur cette équation, étudier les 
anallagmatiques du quatrième degré. La sphère directrice est 
Pune des cinq sphères S; = 0, ..., S;— 0; comme rien ne 
les distingue, on voit, et ce théorème est encore de M. Mou- 
tard, que : 


Toute anallagmatique du quatrième ordre peut étre 
considérée comme telle, de cinq manières différentes: elle 
a donc cinq pôles, cinq déférentes, etc. 


S1 l’on veut les focales des anallagmatiques (1), il faudra 
choisir À de manière que l’équation des secondes déférentes 
soient celle de surfaces développables ; il faudra donc prendre 
We de, -.. et l'on aura 


Ê ) 

R 

Sy == 0 avec Ÿ AS DAT 
Aj — À 


_Sin'entrant plus sous le signe Ÿ Les focales sont donc des 


courbes sphériques, situées sur les sphères orthogonales du 
système. 

IL va sans dire que les anallagmatiques du quatrième ordre 
sont de nouvelles surfaces dont on sait trouver les lignes de 
courbure. 


XXV. — Quelques anallagmatiques remarquables. 


La cyclide de Dupin est une anallagmatique (p. 45); c’est 
la transformée par rayons vecteurs réciproques. d’un tore; la 
déférente se réduit à une simple courbe du second degré. 

En elfet, la cyclide étant la transformée d’un tore, c’est- 
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à-dire de l’enveloppe d’une sphère orthogonale à un plan, et 
tangente à un plan et à une sphère, la cyclide pourra être 
regardée comme l’enveloppe d’une sphère qui reste orthogo- 
nale à une sphère et tangente à deux autres sphères. Ce sera 
une anallagmatique du quatrième ordre; sa seconde déférente 
sera une développable. 

Parmi les anallagmatiques du quatrième ordre qui sont 
engendrées par une sphère normale à trois autres, 1l y en a 
qui ont trois plans de symétrie; on les obtient en transfor- 
mant les autres par rayons vecteurs réciproques et en pre- 
nant pour pôle de la transformation le point d’intersection 
des trois sphères directrices. 

Disons enfin que, lorsque la déférente d’une anallagmatique 
est une surface du second degré dénuée de centre, l’anallag- 
matique est du troisième degré ; en effet, la seconde déférente 
passe alors par l’origine, puisque la première est tangente au 
plan de l'infini; il est facile de voir qu’alors, dans l'équation 
transformée par la substitution 


les termes en (x? + y? + 3? + k?)? manquent. 


XXVI. — Application des coordonnées curvilignes à la recherche 
des surfaces et des volumes. 


L'élément de surface en coordonnées curvilignes est le 
parallélogramme formé par les lignes 


À = const. 
et 
À + dÀ = const., He Const u + du = const.; 


ce parallélogramme a pour expression 


ds), dsy, sin 0, 
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formule où ds), ds, sont les arcs élémentaires des lignes 
coordonnées et 4 l’angle compris. Or 


— — R 
ds) = VL di, dsy = VM dy, COS — ———; 
5 : VLM 
on a donc 
ds) dsy,sin0 — VLM — R?dÀ du: 


Paire d’une portion finie de surface comprise entre les lignes 


AN D — ho, L — 1, sera 


ki Ua 
JE JL VEM — F2 dà du. 
À 0 


Pour évaluer le volume compris entre la surface et le plan 
mue re) £ . x 
des xy, on désignera par «, 5, y les angles que la normale à 


l'élément do — LM — R? 4) dy de surface fait avec les axes 
de coordonnées; il est clair que le volume cherché est une 
somme d'éléments ayant pour base dw cosy et pour hauteur 3; 
le volume de l’un de ces éléments sera donc 3 cosy dw; or, 


on a 
cos x + cos dE + cos pal 0 
9 FOX MM rene 
0 Op LR 
d’où l’on tire 
O(T, y) J 
COS Y — SE 


OC, à) YLM—R 
Notre élément de volume devient alors 


d(X, y) 
sd dy TD, 


NES 


comme l'indique la théorie du LES de variable dans 


et le volume total 


les intégrales multiples (t. LIT, p. 151). 
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Les équations 


x? y? g?2 

+ moe Re ner ee 
a? + À b2+ À c2+ À 8 

2 _. 2 TA 
a+ pi JL Ce oh 
æ? + y? Fe = r? 


représentent un système de surfaces orthogonales composé 
de deux cônes et d’une sphère et dont on peut faire usage 
pour calculer le volume de la sphère ou sa surface. Les for- 
mules auxquelles on est ainsi conduit ne peuvent pas servir 
à évaluer le volume et la surface en question, maïs cette dif- 
ficulté tourne au profit de l'analyse, car, comme on connaît 
le volume et la surface en question, on trouve ainsi la valeur 
de deux intégrales compliquées que l’on n’aurait pas pu esti- 
mer facilement par une autre voie. 
Les équations précédentes donnent 


a2(b2+ X)(c2+X)(b2+ n)(e? + H) _ 
(c2+À)(b2+u)—(b2+A)(E+u) | 


ou bien 
x? de y? 
(@+R)(a+p)(0— ce) (HAE p)(e— a) 
LE z? re 


| (c2+X)(c2+p)iai—06?) D'(a+X)(a + p)(82— 0?) 


Orona 
D (a+ )(a+ p)(62— 0?) 
= Y(— c)(at + a? + a? n+au)= D(b—c)ar, 


car 


Ÿ(B— c2)a? — 0, D (E— c2)=0. 


Posant donc 
H = Ÿ'ai(bi— ce), 
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les équations (a) donneront 


re 
OR = Da ao: 2 
mi x c2)(a?+À)(a?+ nu), 
PH (c—a)(b+2)(8+u), 
F2 
D ni 0)(c+A)e+u) 
Fe Pari ": CL ES I 
2.20 FIN TEE TZ ÔU a+ 


4 H a? À 


ee r? FE 


Pb a?)(b?+ nu) nS (a?— b2)(c2+p) 
| b2 + À CE ED | À 


r2 F(b2— c)(a2+ À) | 
M — SL 
se | (a+ nu) 5 


Nous pouvons écrire 


à DG+e)(ar+p)(b+2)(c2+ 2) 
— 4H (a+ X)(b2+X)(e +) 


ni Di c2)(b2+ c2)A(u—+ a?) 
— 4H (a? })(b2+À)(c2+ À) 


Er DCE — cr)a1X 


DuiH (a+ À)(b?+A1)(c2+)) 


à ef D = cie [C8 2; 
ie 16H? (a+ À1)(b2+À)(c+ÀA)(a+nm)(b2+u)(ce+ Bb) 


L 


On a donc pour la huitième partie de la surface de la sphère 


Àu dÀ d br— cr)a?(u — À 
r2 HA de Ÿ\ ct)a?(u ) 


BEIC MICENOEMICENCE TN) 


IA 0 CHAPITRE IV. 


on peut supposer & — 0, on à alors 


DES dÀ dy. 
UE AVAB(b?+X)(b2+ p)(e+X)(e+p) 


et, en faisant À = — u?, nu = — 4?, 


du do(u?— +?) | ï 
= il VC? u2)(02— p2)(c2 — u?)(c? — #2) 


Cette formule, découverte par Lamé, est remarquable. 


CRE 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Les systèmes suivants sont orthogonaux : 
RU ART 
B—(yi4 2% by z 2 __9y2)( 2 2__ 932) 
B=(y?+z 222)(32+2?—92y?)(x2+ y? 27?) 
3 
o(at pt zt y 272 PAZ A = æ? y?}?, 
r=(P+ a —aat)(2t+ at 2yt)(a+ yi— 24) 


( CAYLEY.) 


AG — XV; EU 32+ a+ V2 +7, 


y=V3+x— ÿ3+ 72 (TA NSERRET.) 


(++ 2) + ax? + by?+ cz? + p? 
D ns 2 4p?--0 A D? = IC? 


) 2 
2 22 
F3 es 2 À bah JS LA j 2 


est une équation qui pour un système de valeurs données de #, y, z 
détermine trois valeurs de À; chacune de ces trois valeurs détermine 
une surface, les trois surfaces ainsi obtenues se coupent orthogona- 
lement : le système précédent est donc à la fois triple et un. 
(DARBOUX.) 


3. Pour que, X, YŸ, Z désignant des fonctions de x seul, de y seul, 


de 3 seul, 
X +4 V + Z = const. 
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fasse partie d’un système orthogonal, il faut que 


ax ŒBX dX\2 dx b 
dx dx dx? si nes 


dx? 
a et b désignant des constantes, des relations analogues doivent 
exister entre les dérivées de Y et de Z. (J. A. SERRET.) 


4. Si l’on considère l'équation 
(1) xt yP 2Y = const., 


et si dans l’équation 


par +) +) (ET = const. 


on remplace À par les deux valeurs tirées de 


l'équation (2) représentera deux familles de surfaces qui, avec (1), 
formeront un système orthogonal. (DaARBOUXx.) 


5. Les enveloppes des surfaces suivantes, où l’on fait varier À, 


2 12 32\ 
(14 )* +2)" (14 #)T= const. 
L' NA Ÿ 


forment un système triple de surfaces orthogonales. 
(DarBoux.) 


6. Les surfaces suivantes forment un système orthogonal 


x y2 z 
Es l e |: EST 
% ax — b? ax — C2 À 
22 g2 
! — = 4 | 
DPEIORE RE RE PAT 
2 2 . 
x V PCT 
= terms. je 


(W. ROBERTS.) 


7. On peut quelquefois faire dériver de systèmes orthogonaux 
d’autres systèmes utiles à considérer : le système 


2x? ÿ £e 22 
—_—— + + — 0, 
a? + À b2 + À C2 + À 

x? és 2z2 


dd + bu + 
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est orthogonal. Le système 
22 Li g? 


Fi ce g2 —— " —= r?, 
“ LRU + F = 0 
(a+ À)  B2(b2+X) (+2) ©? 
æ?2 y? 2? 


0 


y) F(ep) Paru) 


représente une série d’ellipsoïdes et de cônes qui ne sont plus ortho- 
gonaux, mais qui peuvent être pris pour surfaces coordonnées. En 
faisant usage de ces coordonnées curvilignes pour évaluer le volume 
de l’ellipsoïde, on est conduit à une intégrale double ou triple que 
l’on évaluerait difficilement par d’autres voies. 


8. Soit s une surface du deuxième ordre, c une de ses lignes de 
courbure; soit s’ une surface du second ordre coupant s suivant la 
courbe c, la surface développable circonscrite à s et s’ touche s sui- 
vant une ligne de courbure, 


(LAGUERRE, Société mathématique de France, 1876.) 
9. Soit R?= 22 + y? + 22, les surfaces 


Rt+ ax? + by? + cz? = p?, 
Rt + ax? + b'y? + c'32 = p'?, 
Rt + a"22 + d'y? + c'22 = p'? 


sont orthogonales, si l’on a 


4 p? + ab à 4p?+ a'b' K° 4p"2+ a"b" 


ab  1@ 2 DONNER 
4p?+ac _ &p?+a'c 4p"?+ a"c" 
rire Pa FSI c' Le d'ELr: ‘ 


(WANGERIN, Crelle, t. 82.) 
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THÉORIE DES SURFACES GAUCHES. 


I. — Préliminaires. 


Avant d'aborder l’étude des surfaces gauches, nous rappel- 
lerons quelques formules de Géométrie analytique. 
Soient 


(1) X = x + a, Y= y + ÀB, £ 
(2) X— 2 + l'a, Y=7y'+ \'$, Z=3+\y 


les équations de deux droites, où &, $, y, &', f, y’ désignent 
les cosinus qui servent à définir leur direction et où À, N 
désignent les distances du point À, Ÿ, Z au point x, y, 3 ou 
x, JT 

La plus courte distance de ces droites est donnée par la 
formule 


(3) EE 


formule où V désigne leur angle; d’ailleurs 


(4) sin? V = © (By — 78") 


Les angles que fait la plus courte distance à avec les axes ont 
pour cosinus 


By'— 8" ya —ay" a3'— Ga 


(5) sinV ? sinV ” sin V 
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Les points où la plus courte distance rencontre chacune des 


droites sont donnés par les formules 


Dee æ)(a— x'cosV) 
sin? V 


d'a —)(a — x'cosV) 


#Ë t [e À : = , ... 
sin? V 


À 


Î 


(6) 


Le 
Îl 


Une surface gauche, où plus généralement une surface 
réglée, est engendrée par le mouvement d’une droite qui 
porte lenom de génératrice. On réserve plus particulièrement 
Le nom de surfaces gauches aux surfaces réglées non dévelop- 
pables. Ce qui distingue la surface développable des autres 
surfaces réglées, rappelons-le, c’est que la distance de deux 
génératrices infiniment voisines est du troisième ordre et que 
(ce qui est une autre manière d'exprimer la chose) les géné- 
ratrices sont tangentes à une même courbe. 

Nous représenterons une surface gauche par les équations 
d’une génératrice, à savoir 
(9) X = x + a, Y = y + ÀB, Z = 3 + ÀY. 


/ 


æ, y, z seront, ainsi que &, $, y, fonctions d’un même para- 
mètre u, qui sera l'arc de la courbe décrite par le point æ, y, 
3. Nous appellerons cette courbe la directrice et le point x, 
y, 4 s’appellera le point M. «, 6, y seront les cosinus diree- 
teurs de la génératrice, alors À sera la distance du point 
M{x, y, z) au point X, Y, Z ou m. Dans ce qui va suivre, 
u sera l’arc de directrice et les dérivées relatives à y seront 
désignées par des accents. 

x', y’, z' seront alors les cosinus directeurs de la tangente 
à la directrice. 

La plus courte distance de deux génératrices voisines fait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont, en vertu de (5), 
FYT NP, Ya — ay GS 

TES 


— ———— ; À ; 


1 
[de] ® @ 


à n 
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o' désignant le rapport de l’angle de deux génératrices infi- 
niment voisines do à l’arc du. Il en résulte que la direction 
a!, ’, y! est à la fois perpendiculaire, 1° à la plus courte dis- 
tance de deux génératrices voisines; 2° à la génératrice, car, 


Du étant égal à r, NYTEE o. Cette direction est celle de 


la normale à un plan passant par la génératrice et la plus 
courte distance de deux génératrices voisines; ce plan porte 
le nom de plan central; ses cosinus directeurs sont 


or 


; k CA B’ Ÿ 
ainsi les cosinus directeurs du plan central sont RU ai 
") ® 1") 


4 


Le point à partir duquel se compte la plus courte distance 
de deux génératrices voisines est appelé point central, et le 
lieu des points centraux est la ligne de striction de la surface. 

Le point central sera donné par la formule (6), et l’on aura 


donc À, la distance du point M au point central que nous 
’ « a! I \ = , Et Il 
appellerons O, estégale a D x! AE c’est-à-dire égale à n mul- 


uplié par le sinus de l’angle que la directrice fait avec le plan 
central; posons donc 


du sin w 
SPA 


Ho 
À — —sinw — 
© 


i 


Si la directrice est normale à la génératrice, ce que l’on est 
en droit de supposer, w devient l'angle du plan central avec 


RQ 


(e) 


le plan tangent; d’ailleurs du — , à désignant la plus 


COS uw 
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courte distance de deux génératrices voisines; on a donc 


N 


Ô 
\ = 2 tango. 


\ 


Le rapport _ est ce que l’on appelle le paramètre de distri- 


bution; en le désignant par #, on a la relation remarquable 
(8) À = k tangw; 


d’ailleurs le plan central est évidemment tangent au point 
central à la surface. La distance à est donnée par la formule 


dx dy dz] 
RE | 
gala do > P Ÿ | 
da df. dy | 
ou 
7 x! LA a 
Ô I 
(9) de == mE 4 : = An 
LUN En 


Nous allons retrouver ces résultats par une autre voie. 


Cherchons les coefficients directeurs du plan tangent au 
: OZ, 02 
point X, Ÿ, Z et posons p — 5x’ 9 — jy nous aurons, en 
différentiant les formules (5), 


MEGA FES À 
= 5x (+ ATX) Hans 


AOC n 0À 
DA a)+a 
STE : 0À 

0 ; . OX 
= (7'+ 18) -HBSSE 


DA TRE OX 
PE EE (2 ET) 


TE , 0À 
q = .. (+) ET 5; 


Le] 
pui, 
— 
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on en tire 
MIE EXT 'U | OT) TETE 
0 Y'+AÀB 8 | —o, COPA SONO NET 
lp s+2y y TEA SE AYIONE 


par suiLe, l'équation du plan tangent au point X, Y, Z devient, 
en appelant £, n, € les coordonnées courantes, 


la yy + A(BY = YP)] 
Re DOTE xs + A(yu— ay')] 
HE Z)[ay' — Pa'+ A(aB— Ba)] = 0. 


Maintenant prenons la génératrice sur laquelle est située le 
point X, YŸ, Z pour axe des Z ; en d’autres termes, supposons 
a — 0, 8 —0,7y— 1. Supposons en outre que le point x, y, z 
soit à l’origine et soit précisément le point central, alors 
X —0, Y — 0, Z—X; de plus, prenons pour axe des x la 
plus courte distance de deux génératrices voisines, alors la 
direction a/, Ÿ’, y’ sera, comme nous l'avons vu, perpendicu- 
laire à l'axe des 3 et à l’axe des x ; on aura donc = 0, — 0. 
Enfin rien n'empêche de prendre la ligne de striction pour 
lieu des points x, y, z, en sorte que l’on aura y'= 0, z'— 0; 
l'équation du plan tangent deviendra alors 


eu e L'AREE . 
— ES + nx — O, 


il passera donc par l’axe des 3, ce qui était évident a priork, 
et si l’on appelle w l’angle qu'il fait avec les plans de æ3, qui 
est le plan central, on aura 


Q! 
5 


tangw — À ou À = ktangw; 


T = 
changeons w en w + > et appelons À, la nouvelle valeur de À. 


on aura 
k 
A = —— : 
Lang w 
d’où l’on tire 
1h = — Æ2. 


L. — Traité d'Analyse, VII. 10 
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On peut alors énoncer le théorème suivant : 


Les points de contact de deux plans rectangulaires, 
Langents suivant une méme génératrice, forment deux 
divisions en involution et le produit des distances des deux 
points de contact au point central est constant. 


II. — Propriétés du plan tangent. 


Soient OM, O'M! deux génératrices voisines, OO'— y leur 
plus courte distance, OM — }; par le point O menons OP 


parallèle à O'M' et par le point M le plan MPM perpendicu- 
laire à O'M'. 

1° Le plan central est tangent au plan central O. 

En effet, ce plan contient deux tangentes, à savoir : la géné- 
ratrice OM et la ligne O0’. 

2° Le plan passant par OM et MM' est, pour raison ana- 
logue, le plan tangent en M; l’angle en M’ du triangle MPM 
est l’angle w que faitle plan tangent en M’ avec le plan cen- 
tral : on aura, en outre, M'P — à; donc 


MP — ôtangw; 
or MP = À} de : donc 


; ù 
(1) À = —- tangw, ou À — Atangw 
de ee: 


ainsi que nous l’avons vu plus haut. 
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Dans une surface développable, à est du troisième ordre: 


IN 


[0] . . . . 
= est donc nul, le paramètre de distribution est nul et 


T , 
W— —; le plan tangent est donc le même tout le long d’une 


génératrice. 

3° La formule (1) montre que le plan tangent varie tout 
le long d’une génératrice; à l'infini il est perpendiculaire 
au plan central; il tourne donc de 80° dans tout son parcours 
et se confond avec le plan central quand il est tangent au 
point central. 

4° Tout plan passant par une génératrice est tangent 
quelque part sur cette génératrice en un point donné par 
la formule (1). 

9° Il n’est tangent qu'en un seul point sur cette généra- 
trice. 

6° Lorsque deux surfaces gauches ont une génératrice 
commune, elles ont deux plans tangents communs. 

Soit, en effet, 0 l’angle que fait un plan quelconque passant 
par la génératrice commune avec un plan fixe passant par 
cette génératrice; soient x et æ’ les abscisses des points oùil 
est tangent à l’une et à l’autre surface, comptées à partir d’un 
point fixe sur la génératrice, on a 


tang 0 + tang 


Rtans (0 a) Qu 2 © 
ELPÈ s( ) à 1 — tang 0 tang 4” 


| tang0 + tang 4 
æ=a+k'tang(0 +ax)=a +{ Dr ae LE 

1— tangÜ tanga 

si l’on élimine 0 entre les équations, on obtient entre x et x! 
une relation de la forme 


TT'+ÀT+uL'+Vv=0; 


les points de contact décrivent donc deux divisinos homogra- 
phiques; les points doubles, au nombre de deux, sont des 
points pour lesquels les plans tangents aux deux surfaces 
coïncident. 
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7° Deux surfaces gauches qui ont trois plans tangents 
communs en trois points d’une méme génératrice ont tou- 
jours le même plan tangent tout le long de cette génera- 
Lr'ice. | 

En effet, les points de contact d'un même plan dans les 
deux surfaces forment deux divisions homographiques : les. 
points de contact ne peuvent coïncider qu'aux points doubles ; 
s’il y a plus de deux points doubles, les deux divisions sont 
coïncidentes et tous leurs points sont doubles : donc, etc. 

CAD ED. 


III — Paraboloïde de raccordement. 


Tuéonëme. — Si, par tous les points d’une génératrice 
d’une surface gauche on mène des normales à la surface, 
toutes ces normales engendrent un paraboloide hyperbo- 
lique dit paraboloïde des normales. 


En effet, prenons la génératrice en question pour axe des =, 
le point central pour origine, le plan central pour plan des 
zx et deux autres plans de coordonnées achevant avec celui-c1 
un système rectangulaire. 

Les équations d’une normale seront 


Ve 


3 
BIEN = = — COtw, 
T 
w désignant l’angle que le plan tangent fait avec le plan cen- 
tral. Or on a, en appelant Æ le paramètre de distribution, 


À = ktangw; 
en éliminant À, on a 


z — A tangw, PAR 
L 
ou, en faisant le produit, 
DO ou zy = — kx. 
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On reconnaît immédiatement un paraboloïde dont les plans 
directeurs sont précisément le plan des zx et le plan des zy, 
c'est-à-dire le plan central et le plan perpendiculaire passant 
par la génératrice. On voit, de plus, que Île point central est 
le sommet du paraboloïde en question, qui est équilatère. 

Si l’on fait tourner de 90° le paraboloïde en question, ses 
génératrices normales à la surface deviendront tangentes, et 
dans cette position il sera tangent à la surface tout le long 
d'une même génératrice ; on lui donne alors le nom de para- 
boloïde de raccordement. 

Le point central est, comme l’on voit, le sommet du para- 
boloïde de raccordement. 


IV. — Cônes et cylindres circonscrits. 


Un cône circonscrit à une surface réglée ayant le même 
plan tangent que cette surface le long de la courbe de con- 
tact, si nous considérons un point M de la courbe de contact, 
le plan tangent commun en M contiendra la génératrice du 
cône et celle de la surface. 

Pour circonscrire un cône à une surface gauche, le sommet 
étant donné en s, on fera passer par le sommet $s et par 
chaque génératrice un plan eton cherchera le point de con- 
tact de ce plan. C’est alors que la considération du parabo- 
loïde de raccordement deviendra utile, puisque, au lieu de 
chercher le point de contact sur la surface, 1l suffira de le 
chercher sur le paraboloïde, dont les propriétés sont en 
général beaucoup mieux connues. 

Mais considérons les traces des plans tangents menés par 
le point s sur un plan quelconque; ces traces sont les per- 
spectives des génératrices de la surface ; ce sont aussi les tan- 
gentes à la base du cylindre circonscrit considérée sur le plan 
de perspective. Il en résulte que : 


Les perspectives des génératrices enveloppent le contour 
apparent de la surface. 
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Ce que nous avons dit d’un cône circonserit est vrai à la 
limite pour le cylindre circonserit; donc : 


Les projections des génératrices sur un plan quel- 
conque enveloppent le contour apparent de la surface. 


V. — Surfaces réglées à plan directeur. 


Supposons que, par un point de l’espace ou même des 
parallèles à toutes les génératrices d’une surface gauche, on 
formera un cône dit cône directeur de la surface. (On 
obtient très facilement l’équation de ce cône quand la sur- 
face est donnée par les équations de ses génératrices:) Ce 
cône directeur est évidemment le cône des directions asym- 
ptotiques de la surface; une surface gauche est en général 
déterminée par son cône directeur et deux directrices sur 
lesquelles la génératrice est assujettie à s'appuyer. 

Lorsque le cône directeur se réduit à un plan, on dit que 
la surface est à plan directeur; dans ce cas la surface est 
gauche, c’est-à-dire que la plus courte distance de deux 
sénératrices infiniment voisines est du premier ordre. Le 
type de ces surfaces est le paraboloïde, qui possède deux 
plans directeurs. 

Le contour apparent de la surface sur son plan directeur 
est manifestement la projection de la ligne de striction. En 
effet, le point où se compte la plus courte distance de deux 
génératrices voisines se projette sur l’intersection des proJec- 
tions de ces deux génératrices. 


VI. — Symptômes auxquels on reconnaît qu'une surface est réglée. 


Si une surface est réglée, son cône directeur a ses généra- 
trices parallèles à celles de la surface; or ce cône directeur 
est le cône des directions asymptotiques; son équation est 
donc facile à écrire. Si l’on transporte le sommet de ce cône 
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én un point de la surface, 1l la rencontrera suivant une géné- 
ratrice au moins (en la supposant engendrée par une droite). 
Enfin, si l’on observe que le plan tangent en ce point contient 
la génératrice, 11 arrive que, en chaque point de la surface, 
les génératrices sont données par le plan tangent et le cône 
des directions asymptotiques; mais il est bon d’ajouter que 
ces deux surfaces peuvent donner aussi des droites non con- 
terues sur la surface. 

Cette méthode sera en général plus simple que celle qui 
consisterait à vérifier s1 la droite 


T—= A3 + 1, Y=bz+$ 


peut rencontrer la surface de manière à se confondre avec 
elle. À cet effet, on éliminerait x et y entre ces équations et 
celle de la surface; on verrait ensuite si l’on peut choisir 
a, «, b, $ de manière que l'équation en 3 soit identiquement 
satisfaite (quel que soit 3). 

La même méthode permet aussi de reconnaître si une sur- 
face contient des droites. 


Taéoreme |. — Une surface d'ordre m ne peut être 


coupée par un plan suivant plus de m droites. 


Taéorëme Il. — Par un point d’une surface il ne peut 
passer trois droites appartenant à cette surface, à moins 
que ce point ne soit singulier ou que les droites ne sotent 
contenues dans un même plan. 


Car sans quoi, en ellet, le trièdre ayant pour arêtes ces 
droites aurait ses trois faces tangentes en un même point à 
la surface. Il n’y aurait donc pas un lieu plan de tangentes. 

Un autre moyen de s’assurer si une surface est réglée con- 
siste à voir si ses coordonnées satisfont à une équation aux 
dérivées partielles que nous allons chercher. 

Mettons les équations des génératrices sous la forme 


(1) T=az+a YyY=bz+S$, 
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el différentions en laissant constant le paramètre 7 qui entre 
dans a, b, à, $. Appelons p, q les dérivées premières de'z, 
puis 7, s, t ses dérivées secondes, enfin w, ?, æ, wa ses déri- 
vées troisièmes, nous aurons 
a) dx = a dz, dy =:b da; 
On a 
dz = p dx + q dy, 

d'où, en éliminant dx, dy, dz, 
(3) 1 = ap + bg. 

Différentions encore en laissant + constant, nous aurons 


o = a dp + b dq 
ou : 


o= a(r dx + s dy)+ b(s dx + t dy); 


or, en vertu de (2), dx et dy sont proportionnels à a& et b; 
donc cette formule donne 


(4) a?r + >abs + b?t — 0. 
Différentions encore en laissant + constant, nous aurons 


a? dr + 2ab ds + b? dt —0o 
ou bien 


au dx + vo dy)+— 2ab(+ dx + w dy)+ b?2(w dx + w dy )=0, 
c'est-à-dire, en remplaçant dx et dy par à et b, 
(5) du + 3a7be + 3ab?w + bu = 0. 


En éliminant & et b entre (4) et (5), on aura l'équation diffé- 
rentielle cherchée, qui est du troisième ordre. 

Enfin, voici un criterium qui pourra éviter des recherches 
superflues : quand une surface est algébrique, elle ne 
peut être gauche que si sa classe est égale à son degré. 

Pour établir cette proposition, considérons une surface S 
d'ordre » qui soit gauche, coupons-la par une droite D, cette 
droite la rencontrera en m points @i, @, am par 
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lesquels passent des génératrices G,, G>,..., G»; les » plans 
qui passent par D et par G,, G>, ..., Gym sont langents 
quelque part. Je dis que, par la droite D, on ne peut pas 
en mener d’autres et, par suite, la surface mn est bien de la 
classe m. 

En effet, si par la droite D on pouvait mener un plan P 
tangent à la surface S ne contenant aucune des génératrices 
Guy, Go, ..., Gm, le plan P couperait la surface suivant une 
courbe et une génératrice H qui rencontrerait D nécessaire- 
ment en l’un des points &,, 4», ... et se confondrait avec 
une des génératrices G,, G>, ...: le plan P se trouve donc 
parmi les m plans tangents déjà considérés. Donc, etc. 


VII. — Lignes de striction des surfaces du second ordre. 


La recherche directe de la ligne de striction d’une surface 
gauche ou du point central d’une génératrice peut être diffi- 
cile, mais on peut tourner la difficulté en suivant la méthode 
que nous allons appliquer à l’hyperboloïde 


fa 
+ 
HS 
| 
Fe 
Il 


Q |* 
1% 6 
L 
CS 


Le point central d’une génératrice est un point ou le plan 
tangent est perpendiculaire au plan tangent à l'infini. Nous 
avons donc, pour trouver la ligne de striction, à chercher le 
lieu des points où le plan tangent est perpendiculaire au plan 
tangent à l'infini situé sur la même génératrice. 

Soit 


LT der 60 Se 20 
(1 a —— — = = == À 
a 6 si 


une génératrice, on devra avoir 


Got) | Go+B} Got} 
a? d b2 c2 
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quel que soit À, ou 


æÿ Jo 20 
KE ait Ver NN 
6 auto BYo _ YZ0 _, 
) a? b?- Abe D 
(4 HR DS di 
4) a? b? c? Fr 


Le plan tangent à l'infini sur la génératrice en question a pour 


équation 
ar 6} V3 
L« NA 


3 TR 


Exprimons que le plan tangent en #5, Yo; 30, Qui a pour équa- 
uon 
TLo  VV0o 3230 
OEM e 


lui est perpendiculaire, nous aurons 


ao. … 8 Yo 
at  b* 


HE +0, 


(5) 


En éliminant #, , y entre cette équation (3) et (4), on a l’une 
des équations de la ligne de striction; l’autre est (2). De (5) 
et (3)on Lire 


et, en portantles valeurs proportionnelles à , 8, déduites de 


là dans (4), on a 


ou encore 


I I [ , 
el A) ee (aa ess (Bt at = 0: 
0 


c’est l'équation de la ligne de striction que nous nous propo- 
sions d'obtenir. 


D 
[(eL 
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Quand on suppose 4 — b,ona 


ou 
DRE RETE F5 0: 

ce qui donne le cercle de gorge; l’autre solution est évidem- 

ment étrangère à la question. 

La ligne de strictuion du paraboloïde s’obuendra en obser- 
vant que, si l’on prend pour plan des æy un plan directeur, 
la projection de la ligne de striction sera précisément le con- 
tour apparent du paraboloïde sur les plans des æy, pourvu 
que l’axe des 3 soit perpendiculaire au plan directeur. 

Dans le paraboloïde équilatère, qui est un conoïde droit, 
la ligne de striction est l’axe même du conoïde, c’est-à-dire 
une génératrice. 

On peut remarquer que, dans la sphère comme dans les 
cylindres, la ligne de striction est indéterminée. 


VIII. — Étude des lignes tracées sur les surfaces gauches. 


Reprenons les équalions d’une surface gauche 
(1) X = x + «à, Y = y + BA, Z = 3 + à, 
et rappelons les formules suivantes 


BEST MR RS TP 
(a) D Dr se 2) 


e 
i 


(3) des, 
"# 
2 


! ! 
(4) A = distance du point +, y, 3 au point central — ÿ 3 


", 
4 


(5) cosinus de l’angle que le plan central faitavec 30y = -—;, :.., 
Q 
x w z! 
L 
, Ne = [6 A 
(6) k —— w'2 6 4 P { ? 
1 0 Bt LE 
NN ( 
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on trouve, en appelant I l’angle de la génératrice et de la direc- 
trice, 


M—= 
(7) (AL 2 
= 1+2À92A + 119"? 


LENCE COS; 


RÉ E 
g'+ he y"+ 28" 3"+ y 
(8) ém=—| x+xx y'+2X8" z'+2xy! | 
2% B Ÿ 
ra 


enfin rappelons que, w désignant langle que le plan tangent 
fait avec le plan central, on a 

re ar, Fee ro 
(9) ? ? 

A = Atangw. 


Il est souvent avantageux de prendre pour directrice la 
ligne de striction; alors il faut supposer w —0, A =0, et 
l’on a 

RES M=1+ 229", R= cos 


l'est alors l’angle de la ligne de striction avec la génératrice; 
pour la ligne de striction elle-même, on a 


Let MT NET CIE R= co Leo; 
On ou 
Eye 
m = — - sin0, 
0 


\ 


b désignant le rayon de courbure de la ligne de striction et 
l’angle du plan osculateur de cette ligne de striction avec le 
plan central. 
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La courbure géodésique de la ligne de striction sera donnée 
par la formule 


cosûy R oM 1 OM MONA 


Pu “aMYM 0%  ÿM À M 0 


VLM — R? 


on en déduira 


id) cos D ne dl 
CRAN 
La torsion géodésique ; est donnée par la formule 


EE GR —Lr)+ Ve (M—mL)+p*?{(rM—Rm)l; 


&  YLM—R: 


pour la ligne de striction on a 
I I ( SPAS EX | —) 
ER RE RE rm 
TIRE E ME p 


ne dû MT E. ko"? sin Ô 
ARLON nl sptanel 


Les formules (10) et (11) ont conduit Laguerre, comme 
nous allons le voir, à une remarque fort intéressante. 


IX. — Sur quelques surfaces gauches applicables les unes 
sur les autres. 
Soient 
(1) X=—x + a, Y= y + 8, Z = 2 + y, 
(2) Ne Ti Tu, Y = y1+ Bi, Z = 3+ Yi 


les équations de deux surfaces gauches; appelons L,, M,;, 
N,,... ce que deviennent les quantités appelées plus haut 
ADN Quand on change x, y, 3,«, 0, en Zi, V1 1; 
41, Pa, ÿ1, les surfaces (1) et (2) seront applicables si l’on a 


(p: 44) 
(3) L = L;, M = Mi, R = R;; 


201 CHAPITRE Y. 


or on aura R = R, si cosi — cos, ou sil — I,.S1 l’on suppose 
que les deux directrices soient les lignes de striction des sur- 
faces, les conditions (3) seront vérifiées : 1° si les lignes de 
striction coupent les génératrices sous le même angle, 2° si 


l’on a M — M, ou 
1 2/0" sin + 1292 = 1 + 2/9 sinwi + 20, 
car L, = L —1. Cette formule peut s'écrire 
2À(%'sinw —0,sinw,)+ À2(9'2—0%)—0, 


et pour que ceci ait lieu, quel que soit à, il faut que w = w, 
CDD =D PATES 


Deux surfaces gauches seront applicables l’une sur 
l’autre, génératrice sur génératrice, st les lignes de stric- 
tion coupent les génératrices sous le même angle, si les 
paramètres de distribution sont les mêmes, et si aux points 
correspondants les plans tangents font des angles égaux 
avec les plans centraux.(On peut remplacer les paramètres 
de distribution par les angles v'.) 


Maintenant reprenons les formules (10) et (11) du para- 
graphe précédent 


| LA so cos 
LE MEN 
(1) MH f : 
E I Ko”? sin0 
Hi ON MEESTi Rx p tang 1? 


supposons que l’on déforme une surface gauche en conser- 
vant la rectitude des génératrices, I, o', £! restant les mêmes 
ainsi que . Le 6, le p et le T de la ligne de striction seront 
toujours liés par les équations précédentes, et les équations 
permettront de trouver toutes les surfaces applicables (géné- 
ratrice sur génératrice). La ligne de striction sera alors l’in- 
connue à déterminer. 

S1, avec M. Laguerre, nous supposons que l’on veuille 
toutes les surfaces gauches applicables (génératrice sur géné- 
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ratrice) sur un hyperboloïde de révolution, il faudra supposer 
1 = const., À — const., ©'— const.; alors la première des 


équations (1) donne 
cosÜ 


P 


— O, 


. . T . 
el, comme p n’est pas infini, cosû — 0 ou 4 — 5° la ligne de 


striction est géodésique; la deuxième équation (1) donne alors 


À et B désignant deux constantes. On voit que : 


Les surfaces applicables (génératrice sur génératrice) 
sur un hyperboloïide de révolution, jouissent de cette pro- 
priété curieuse que leurs lignes de striction sont telles 
qu'il existe une relation linéaire entre leurs courbures et 
leurs torsions. 


M. Bertrand, comme nous le verrons un peu plus loin, a 
rencontré ces courbes, telles qu'entre leur courbure et leur 
torsion 1l existe une relation linéaire; ce sont les seules dont 
la normale principale puisse servir de normale principale à 
une autre courbe. 

Nous signalerons, parmi les surfaces gauches applicables 
les unes sur les autres, les surfaces de Poncelet qui, dans le 
mouvement d’un corps solide, sont les lieux des axes instan- 
tanés dans le corps lui-même et dans l’espace absolu. 


X. — Théorème de M. 0. Bonnet. 


M. ©. Bonnet, dans le tome LVII des Comptes rendus de 
l’Académie des Sciences, a démontré que, st deux surfaces 
gauches étaient applicables l’une sur l’autre, les géné- 
ratrices de l’une s'appliquent nécessatrement sur les géné- 
ratrices de l’autre. 


F2 
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Pour démontrer cette proposition, nous mettrons les ds? 
des deux surfaces sous la forme 


ds? AN dÀ dy. 


d\ “4 
Nous montrerons ensuite que le rapport EX qui détermine la 
dy 


génératrice rectiligne ne dépend que de À; il sera alors le ” 
même pour les deux surfaces, et les génératrices des deux sur- : 
faces s’appliqueront l’une sur l’autre en même temps que les 
lignes coordonnées. 

Lorsqu'une surface est gauche, il y a une ligne tracée sur 


la surface et telle que l’on a 


d'y ds — d'3 dy —0, 4 
d? 3 dx — d?x dz = 0, 


dx dy — d'y dr =0o 
ou, ce qui revient au même, 


dx % dy Ma d?z 
HR ES dy MB EEE 


c’est la génératrice de la surface, l’une de ces équations pou- 
vant d’ailleurs être remplacée par l'équation de la surface. 
Ces équations peuvent s’écrire 


rx x 

Ts NE eee _. ns d} dy re eee a de À 
0x 0x A J 
SN dÀ —+- ETS db. 


et l’on en déduit 


GREEN en dx 0x 0222077008 
D DULIOTE Der y CE +2 en dE F 


(1) Re 
Dr\2E Ts 0r 07 
>(5) HD GE de 


or on à 
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D 
Qt 
SI 


d'où l’on üre 


x 0x æ dr 
ON © Dos à —° 
dx 07 2x 0x 

Qi Où du du 
Dim 0%, OA 2x 0x JA 
Mn PR SP CT 


Portant ces valeurs dans (1), on trouve 


» or rs PT 
OX 


A ou TA 


? 7 2 = Â a F a D dÀ ra s 
c’est | équalion qui détermine le rapport 1 pour une géné- 


ratrice, et comme l’on en tire 


dÀ Ne OA $ OA 


AA NEA D 


on voit que la direction de la génératrice est la même dans 
toutes les surfaces gauches applicables les unes sur les autres. 


CLOAME ED 
Remarque. — Si l’on considère l’équation 
= COnsC., 
elle représente une série de lignes pour lesquelles le rapport 


À 


dy 


est donné par la formule 


OA =! JA 
— dÀh + — du = 0, 
OÀ ou. 

tandis que le même rapport pour les génératrices est donné 


par la formule 
JA 


: OA 
nt CRETE 0; 


les lignes en question forment donc avec les génératrices et 
les lignes coordonnées un faisceau harmonique. 
L. — Traite d'Analyse, VII. 17 
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Le théorème de M. O. Bonnet donne une grande impor- 
tance aux théorèmes qui ont été établis au paragraphe pré- 


cédent. 


XI. — Lignes géodésiques des surfaces gauches. 


L’équation générale des géodésiques est [p. 112, for- 
mule (18)] 
OL / dx OR 0x du 0M /du\? 


RO 2 
à & (VDeosi) = (E) +25 à TEE 
si l’on observe que 


L=1, ED) ax’, M=1+2A02+ 20", 


cette équation devient 


ni À dy ’ \ j n'2 
TU 0 
d 
et, comme ® — ris 
j du 
Pr AL US de du do 
TRE = de ENT GG 


Or, en appelant w l'angle que le plan central fait avec le 
plan tangent, et en supposant que y soit l’arc de la ligne de 


striction, À = À et À ” — sin; On à alors 


. di o du 
—SINnt— —2sNbe 
ds du ds 
ou encore 
— sinc di — 2sinw do 
ou enfin 
(a) di sin i + 2 do sinw = 0 : 


telle est l'équation des lignes géodésiques; il ne faut pas 
oublier que & est l’angle que fait la géodésique avec la géné- 


ratrice. 
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Il ne paraît pas possible d'intégrer d’une façon générale 
l'équation des lignes géodésiques, même en employant la 
méthode de Jacob. 
Néanmoins, il est permis de tirer quelques conséquences 
importantes de l’équation (x); cette équation montre, en 
effet, que si dt —0o,ona 


do = 0 ou sin W — 0, 
ce qui signifie que : 


Si une géodésique coupe les génératrices sous un 
angle i constant, les génératrices restent parallèles à une 
même drotte, ou bien son plan tangent est le méme tout 
le long d’une génératrice; donc : 


St dans une surface réglée une seule géodésique ren- 
contre les génératrices sous un angle constant, cette sur- 
face est développable, et alors évidemment toutes les géo- 
désiques jouissent de la même propriété, puisque, après le 
développement de la surface, les géodésiques doivent se 
transformer en lignes droites; il est clair alors que la déve- 
loppable doit se réduire à un cylindre. 


XII. — Lignes asymptotiques. 


Les lignes asymptotiques ont pour équation 
L 4)? + 2r di du + m du? — 0, 


c'est-à-dire en remplaçant /, r, m par leurs valeurs et en 
supprimant la solution 4 — const., qui donne les généra- 
trices 
2k9'"2dX +(A + 2BÀ + C2?)du =; 
k, À, B, C ne contiennent pas À; cette équation est donc de 
la forme 
dx 


(1) RUE du: 
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c'est une de celles que l’on sait intégrer quand on en con- 
naît une solution. Cette remarque est due à M. O. Bonnet. 

Lorsque la directrice est une ligne asymptotique, G— 0 
et À — 0, alors (1) prend la forme 


d'À 
ECHEC VE 
dy. 
formule que l’on sait toujours intégrer. 
Les équations des tangentes aux lignes asymptotiques 


sont 


X — x — a à Y — y — BA Z—z— 7} 


g'+hx)duradh (y +AB)du+Bdr (:+)1))du+ydl, 


et on peul les écrire comme il suit 


XD 2e MONTE Ne Z— 3— 7} 
P+H2Qi+RA  P'+20 HR / NP PROS 


P, P', P", ... désignant des fonctions de 1 seul. L’élimina- 
ion de À fera connaître le lieu des tangentes aux lignes 
asymptotiques tout le long d’une génératrice. Pour faire 
cette élimination, on égalera la suite des rapports précédents 
à s, et l’on aura 


X—x—Ps — al —2QXs —RA25s —0; 
Y — y — P's — BA —2Q'Às— R'À2s — 0, 
— 3— P's— À --2Q"Às — R'A?s —0; 


(A) 


on peut obtenir une équation qui ne contienne plus À; pour 
cela, il suffit d'observer que R, R’, R” sont de la forme Ga, 
G$, Gy; en multipliant alors la première formule par &/ la 
seconde par f et la troisième par y’, et en ajoutant après 
avoir observé que ax'+ $$/ y — 0, on trouve un résultat 
de la forme 


(B) T— P's—1—2Q"Xs — 0, 


T désignant une fonction linéaire de X, Ÿ, Z dont les coef- 
ficients ne dépendent que de x et P”, Q" des nouvelles fonc- 
ons de y seul. Des équations (A)et (B) on tire pour s, à, 
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Às et ?s des valeurs fonctions linéaires de X, Y, Z; en éga- 
lant alors la valeur de Às au produit des valeurs de ket des, 
on à une équation du second degré en X, Ÿ, Z; cette équa- 
tion ne peut représenter qu’un hyperboloïde à une nappe, un 
paraboloïde hyperbolique ou leurs variétés. Donc, en général, 
les tangentes aux asymptotiques d’une surface gauche 
menées par tous les points d’une même génératrice forment 
un hyperboloide à une nappe. 

Il est facile de voir que cet hyperboloïde est osculateur de 
la surface gauche tout le long de la génératrice commune; 


cela résulte du théorème plus général que voici : 


Deux surfaces tangentes tout le long d’une ligne de 
longueur finie et qui ont tout le long de cette ligne mêmes 
directions asympiotiques, ou plus généralement méme 
indicatrice, sont osculatrices le long de la ligne de con- 
tact. 


E f | ; lés 22 07. 0x 
meltet; soient p, q, 7°, S,.t les 0x” 07” 0x? 


mière surface, p', g', r',s', d' ceux de la seconde, on a 


», +-- de la pre- 


(A) PP; RCE 
et comme les indicatrices ont pour équations 

X27r +—aXYs + Y?24 — 17, 

X2r'+2XYs + Y2£'—1, 
pour que ces deux indicatrices soient identiques (c'est-à-dire 
semblables), 1l faut qu'il existe une quantité k, telle que 
(B') Tes KT: PSS", PAC 


les formules (A), (B') ont lieu tout le /ong d’une ligne. 
Soient dx, dy des accroissements subis par æ, y quand on se 
déplace le long de cette ligne, les formules (A) donnent 


r dr + s dy = r'dx +s'dy. 


Remplaçant r et s par Ær et ks, on a évidemment Æ—1; 
PPS tiétantiésaux à D, g.r, s', d', les: surfaces-ont 
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mêmes rayons de courbure principaux tout le long de la ligne 
commune. RE 

L’hyperboloïde osculateur dont nous venons de signaler 
l'existence pourra être construit dès que l’on saura mener 
des tangentes à trois asymptotiques aux points où elles ren- 
contrent la génératrice de la surface. 

Si la surface gauche est à plan directeur, l'hyperboloïde 
osculateur dégénère en paraboloïde et devient paraboloïde 
de raccordement. En effet, il est facile de voir que, quand on 
prend y —0, l'équation des lignes asymptotiques est seule- 


ment 
dÀ — (A re 2BÀ)du, 


et C — 0; cette équation est linéaire, et, par suite, toujours 
intégrable par les quadratures. 

Quant aux équations (A), elles ne contiennent plus de 
termes en }À?; on peut en Lirer immédiatement à, s et Às en 
fonctions linéaires de X — x, Y — y, Z — z. Soient U, V, W 
ces fonctions linéaires, l’équation du lieu des tangentes aux 


asymptotiques est 
UV = W: 


c'est l'équation d’un paraboloïde hyperbolique. 

Le paraboloïde de raccordement et le paraboloïde oscula- 
teur doivent coïncider, car on ne peut évidemment con- 
struire qu’un seul paraboloïde tangent à la surface tout le 
long d’une génératrice, ce paraboloïde étant déterminé par 
trois tangentes à la surface. 


XIII. — Courbure des surfaces gauches. — Lignes de courbure 
constante. 


L'équation aux rayons de courbure principaux d’une sur- 
face quelconque est 


fret N49 
ae nue 0 Îp {à \ fee 
ÿ LM — R? LM — R2 V LM — R2 
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sa courbure totale K sera alors donnée par la formule 


ri Im 
._ (LM — R} 


r 


Prenons la ligne de striction pour directrice, nous aurons 
= O0 DR — Cost,  r— ko, M=:1+2XA02+ )10?; 


pour le cas où la ligne de striction est directrice À — 0, et 
alors M — 1 + }?v/?; on a donc 
i 


_ Æ29'* Le 'A Û 
Q+A2p'2— cos?:}?  (sin?i + 202} 


r 


Cette équation peut aussi s écrire 


ke? 
sin? SAN 
— + À? 
D'2 
NP 


ou, en vertu de la formule (0) du $ VII, 


: ke? 
Cette formule remarquable est due à M. Bonnet; elle fait 
connaître la manière dont la courbure totale varie le long 
d’une génératrice. 
Supposons maintenant R —=o, et la directrice d’ailleurs 
quelconque. Quand m» —0, deux rayons de courbure sont 
égaux et de signes contraires, car l’équation aux rayons de 


courbure se réduit à 


x FU © ou p=+ À, 
or on a 
| æ'+ la y'+2À8" z'+ y 
m=—|x+x y'+Af 3'+2Ay |; 
œ ë & 


l'équation m—o aura donc, en général, deux solutions, 
puisqu'elle est du second degré en À. Donc : 


Sur toute surface gauche il existe deux courbes, ou plus 
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exactement, sur toute génératrice d’une surface gauche, 
l'existe deux points où la surface a ses deux rayons de 
courbure égaux et de signes contraires. 


Ces courbes peuvent d’ailleurs être réelles ou imagi- 
naires ; elles peuvent être confondues ou indéterminées. 
L'une d’elles, au moins, sera rejetée à l'infini si 


C4 6 *e 
a! B' 12 — 0 d 
6 


0 


3 


pr 


cette équation exprime qu'une courbe ayant pour tangentes 
des droites parallèles aux génératrices de la surface est plane 
et, par conséquent, que la surface gauche a toutes ses géné- 
ratrices parallèles à un même plan; cette surface est donc à 
plan directeur. 

Si les lignes précédentes sont indéterminées, en chaque 
point de la surface »m — 0, et il y a deux rayons de courbure 
principaux égaux et de signes contraires; les quantités À, 
B, C, définies au paragraphe précédent par l'équation 


m=(A+2BÀ+CÀ2), 


. . nm 
sont nulles, les lignes asymptotiques d1 = — 7 du sont 


représentées par d\—0o ou À — const., la surface est à plan 
directeur ; on peut alors supposer y —0; les conditions À —0, 
B — 0, C — 0 peuvent alors s’écrire 


ZT JE 4 
(a) | æ° y! 3 |=0o,, (28 —/f'a)z — 3 (xp fa)=0 000 
GO ED 


d'p—pa _ # 
a'B—f'a 

ou, en intégrant, 
d'B—f'a—hz, 
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h désignant une constante. On peut poser «= cos0, $— sin; 
on a alors 


(b) | — 0d'— Az, O0 —}hz—}h'. 

La première des formules (a) peut s’écrire 

be) cos0(y"z — z"y') — sin0(x”3"— 3x") — o. 
Adjoignons à cette équation la suivante 

(d) am +$y+yz =0o ou æ'cos0 + y'sin0 = 0: 
et nous avons 


U/4 ! 


(y'3'—2"y')y +(x"z — 3"x')x = 0 
ou 
(y y'+ x'x')3'—(x'2+ y?2)z3"— 0, 
ou 


ou enfin z/—0; on en conclut 
D, 3 = a+ 0, 


a et b désignant deux constantes; ainsi, en transformant 
convenablement les coordonnées, la formule (b) et celle-ci 
donnent 


3 = 4h 


on a ensuite, au lieu de (d), 
æ'cosahu + y'sinahx = 0, 
4H y2=1— a?, 
d’où l’on tire 
J'?(1+ tang'ahu) = 1— a?, 
J'=Vi— a cosahy 
et, par suite, 


Vs sin &h Par 
= Vi QG —— + e 
4 ah 

cosah 1 
die Vi— a ——— + const. 


ah 
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[l résulte de là que : 


La surface gauche dont les deux rayons de courbure 
sont égaux et de signes contraires : 1° est à plan directeur ; 
2° les génératrices s'appuient sur une courbe hélicoïdale 
tracée sur un cylindre à base circulaire en restant nor- 
males à cette hélice. 


La surface gauche qui a ses deux rayons de courbure égaux 
et de signes contraires est l’hélicoiïde gauche à plan direc- 
teur; il est facile de voir que les génératrices rencontrent 
l'axe du cylindre sur lequel est tracée l’hélice, et par suite la 
surface en question est un conoïde. C’est la surface de la vis 
à filet carré. 


XIV. — Des surfaces gauches dont les génératrices sont 
les normales principales d'une courbe gauche. 


Les normales principales d’une courbe ne sont pas les 
génératrices d’une surface gauche quelconque; en d’autres 
termes, sur une surface gauche quelconque il n’existe pas de 
courbe qui ait pour normales principales ses génératrices. 
En effet, si sur une surface gauche 1l existe une courbe 
ayant pour normales principales les génératrices, son plan 
osculateur sera tangent à la surface; cette courbe sera donc 
une ligne asymptotique. Ainsi, pour qu'il existe une courbe 
ayant pour normales principales les génératrices, il faut que 
cette courbe satisfasse à la fois à deux équations différen- 
uelles, à savoir : 1° à l’équation des asymptotiques; 2° à 
l'équation des trajectoires orthogonales des génératrices, ce 
qui n’est pas possible en général. 

D'ailleurs, soient a, b, c, a!, b', ca", DO cles "neut 
cosinus qui déterminent la tangente, la normale principale, 
la binormale d’une courbe gauche en #, y, 3; soient p et T son 
rayon de courbure et son rayon de torsion si on la prend 
pour directrice de la surface gauche qui a pour génératrices 


re. 
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ses normales principales, les équations de cette surface gauche 


seront ; 
X—æx+Àa!, 
Y DA SE 1 À té. 
EAN SE 


dans cette hypothèse, on trouve 


e 
De = fs-()là-0-h)l (IE 
(1) Fm =", 
% ETS 


quant au À du point central, il est donné par la formule 


(3) de 


On voit donc que : 


Stune surface est telle que ses génératrices sotent les 
normales principales d’une courbe gauche, il faut que 
son paramètre de distribution k soit égal à la torsion de 
cette courbe multiplié par &"?. 


En éliminant © et T entre(r1), (2) et(3), on a la relation 


ou 
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XV. — Des surfaces gauches dont les génératrices sont les 
binormales d’une courbe. 


En faisant toujours usage des mêmes notations, l’équation 
d’une surface gauche, lieu des binormales d’une courbe à 


double courbure, sera 
RER Een 
VEN 
ASE ONCE 


On a ici 
À° 
RES à M = 1 + T2? R=0) 
l n à 1° )o 1e | 
= O; 1 = — =” | - Tr = —° 
PRE EEE de 


on voit que, dans le cas actuel, le paramètre de distribution 
est égal à la torsion de la directrice. 
Le point central est donné par les formules 


on à donc 


Ainsi la directrice est précisément la ligne de stricuon, qui, 
dans ce cas, est géodésique. 


XVI. — Théorème de M. Bertrand. 


Nous allons voir que, si, sur une surface gauche, 1l existe 
deux courbes qui ont les génératrices pour normales prin- 
cipales, ces courbes sont d’une nature toute particulière et 
aucune d'elles ne peut être choisie arbitrairement. M. Ber- 
trand a prouvé, en effet, que, si les normales principales 
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d’une courbe sont les normales principales d’une autre 
courbe, il existe entre la courbure et la torsion de cette 
courbe une relation linéaire. 

En effet, soient x, y, z les coordonnées d’un point d’une 
courbe; a, b, c, a', b', c', a", b", c” les neuf cosinus qui 
déterminent sa tangente, sa normale principale et sa binor- 
male ; 9 son rayon de courbure, T son rayon de torsion; si les 
normales principales de cette courbe sont aussi normales 
principales d’une autre courbe, soient æ,, y1, 3, les coor- 
données du point de cette autre courbe situé sur la normale 
principale de la première en x, y, 3; soit / la distance des 
A D 2, Jr, Zi, solent a;, bi, C1, à,, bc 
D:.-b 
normale principale et la binormale de la seconde courbe, 


1° 
. €, les neuf cosinus qui déterminent la tangente, la 


' ! !' ' ' pe 
di A, De Cie): 


la longueur / est constante, car d{, en appelant ds et ds, les 
arcs des deux courbes, est égal à 


ds cos(ds, l)+ dsicos(ds;, l) — 0. 


En second lieu, si l’on appelle £ l’angle des tangentes corres- 
pondantes aux deux courbes, ou, si on veut, l’angle des élé- 
ments ds, ds,, on aura 


ad + bb; + cc = cos, 
9 \ 
d’où 


a da + a da +...= -—sint dt, 


ou, par les formules de Serret, 


ds ds OU 
a'a; Rae b'b; a TO NE 
P P P 
D LS ds Mr: À HUE 
D bb + 6, ce = — sint di, 
1 P1 Pi 
D cHobervantquena —d4,b;—1!,c, — c! 


sin £ di — 0: 


donc sini = 0 ou di — 0; en tout cas & est constant. 
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Maintenant on a 


| a(æ—m)+b(y-y)+e(s—s)=0, 
(1) {a'(r—æ)+b"(y —y1)+c'(s — 21) = 0, 
| a'(æ—æ)+0'(y—-y1i)+c(z—2z)= |; 


et, en différentiant les deux premières en ayant égard aux 


formules de Serret, 


I ! 

— [a (x —xi)+—...] 

F ds 

+ a+ b+ c2— (aa; + bb; + cc:) De = 0 
I 
T | 


aa +bb"+cc"—-(a "a; +b'b;+c ac, RO) 


d'(x —%1)+...| 


ce qui peut s’écrire 


| l = ds; 
CT EHOL — 0 
23 | P ds 
ee 117 Are ds: £ 
EN het 51 nt — 7 
T Hd 
d’où l’on tire 
I I 
(4) +7 mpootangir 0. 
f 


Il*xiste donc, comme nous l’avions annoncé, une relation 
linéaire entre la courbure et la torsion de la courbe dont les 
normales principales sont les normales principales d’une 
autre courbe. 

Réciproquement, s’il existe entre la courbure et la torsion 
d’une courbe une relation linéaire, la normale principale de 
celte courbe appartiendra à une autre courbe. 

En effet, toute relation linéaire entre la courbure et la 
torsion peut se mettre sous la forme (4) en la résolvant par 


ne 1 1 . . I I 
rapport à 3 et en appelant cotz le coefficient de T et 7 le 
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terme tout connu. Ceci posé, faisons 


æ = æ1+ la’, 


YV=ViT lb”, 
S' = 81 —- Le’ : 
ces équations déterminent la courbe x,,y,, 3,. Si l’on diffé- 


 rentie, on a 
La ds IE — se 
* SE p AT + 


ou, en vertu de (4), 


LL NAS Le 
ou encore 
I : ar RAT HS: 
 DACOSC LT A SINZ)— — sin tr —— 
T ( tr, ds? 


Elevant ces équations au carré et ajoutant, on a 


1 sin? / ds; \? 
La ze ds 


Les équations précédentes peuvent alors s’écrire 


a Cost + a"sint = E &, 


en différentiant, 1l vient 


! Li ! 
; Eur di ds 
VONL Le SITE es ee” 
p 4! P1 ds 
on en conclut 
aa, + 0bb, + cc, —=0, 


a"a 2 bb, Lx Cr C; = d: 


donc la normale principale, au lieu des points æ,, y, 31, se 
confond avec la normale principale au lieu des points +, y, 3. 
CO Cr 0: 
On voit que 


1 Re FL a) 
(Scosi+ x t T pi SE 
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Pour que la normale principale d’une courbe soit normale 
principale d’une infinité d’autres courbes, 1l faut que la rela- 
tion (4)ait lieu, quel que soit /; alors { = 0, toutes les courbes \ 


à I 
sont parallèles et T —0: 


XVII. — Surfaces gauches, lieux des axes de glissement. 


Considérons une courbe gauche. Soient @&, b, c, ... les 
cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale 
et de la binormale, R le rayon de courbure; T le rayon de 
torsion au pointæ,7, 3; ds l’arc de courbe quand le trièdre 
trirectangle lié à la courbe se déplace; l’axe instantané de 
rotation est, comme on sait, la droite rectifiante, et les com- 


PA 


posantes de la rotation instantanée sont 


d 1 q ds r ds Ga 
D AS = — - = O, k NE le 
P T'auué R 

Cherchons l’axe de glissement; il faudra écrire que le 
point dont les coordonnées sont ÉTMAC PAR rapport aux axes 
mobiles éprouve un déplacement parallèle à la droite recti- 


fiante. On devra donc avoir 


dx + Eda+nda +{da" dy +Eidb+ndb=ECdb 
ap+ aq + a"r À bp + b'q + b'r 

dz +Edce+ndc + dc 
cp+cq+cr 


ou bien 


ces équations peuvent s'écrire, en multipliant haut et bas la 
première fraction par @, la seconde par b, la troisième par c 
et en ajoulant, etc., 


TUE EE Q 
APR ARS TRE 
Pad 0 DS -: 
OT R 
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ou 


Fa 
mu) 


CARRE ATE 


“ 


(1) 


ainsi l’axe de glissement est parallèle à la droite rectifiante, 


2 


4 


et à une distance du plan rectifiant égale à RE TE; Son équa- 
ion sera donc, par rapport aux coordonnées ordinaires, 
M TRS 2 
ae, Re Tr 0 0 
(2) TO bb EN 
Dar: ARE UIEE 


Les équations (1) montrent que le lieu des axes de glisse- 
ment dans le solide lié aux axes mobiles est un conoïde 
droit ayant pour plan directeur le plan rectifiant et la 
normale principale pour axe ; on peut même dire que c’est 
un conoïde droit quelconque; R et T peuvent être choisis 
arbitrairement. Les équations (2) en multipliant le premier 
membre haut et bas par a, le second par b, le troisième 
par c et en ajoutant, etc., donneront 


‘2 ARMRT ; ‘b" b , ' C £ 


© 


; T2R 
d'(X—x)+b(Y— y)+c(Z—3)— L 
RAT T2 
la première de ces équations peul s’écrire 
da’ LA dc’ 
re RER D TR > UE Le g\=— 
ds a) ds ( J) ds ET 


la droite (2) est parallèle à la plus courte distance de deux 
normales principales infiniment voisines. 

Il résulte de là qu’à toute courbe gauche correspond un 
conoïde. Mais, réciproquement, à un conoïde correspondent 
une infinité de courbes gauches ayant les génératrices de ce 
conoïde pour axes de glissement. En effet, donnons-nous un 
conoïde 
(3) (= me, JET 

L. — Traité d'Analyse, VII. 13 
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m et n désignant des fonctions données de s; en posant 


T2R 


RSR ES 


on en déduira 


; ri BALL AY UE = 3 
(4) R=n(: a) T=n m (à a) 


Ce sont les équations intrinsèques de la courbe; donc, à des 
formes données de m et » ne correspondra qu’une courbe 
unique; mais, si l’on pose s — (5), les équations 


C=m'é, n= A, 


dans lesquelles se transformeront (3) n’en représenteront, 
pas moins le conoïde, tandis que la courbe (3) sera modifiée. 


XVIII. —— Des normalies. 


Les normalies, comme nous l’avons déjà dit, sont des sur- 
faces gauches qui ont pour génératrices les normales d’une 
surface donnée menées tout le long d’une courbe tracée sur 
cette surface. Toute surfacé gauche peut être considérée, et 
cela d’une infinité de manières, comme une normalie ; mais il 
est intéressant de considérer les surfaces gauches sous ce 
nouvel aspect. 

Considérons donc une courbe quelconque tracée par le 
point M sur une surface S. Soient toujours @, b, €, a, b', c!, 
a", L", c' les cosinus directeurs de la tangente, de la nurmale 
principale et de la binormale; b le rayon de courbure; T le 
rayon de torsion; ds l'élément d’arc; «, 8, y les cosinus direc- 
teurs de la normale à la surface ou de la génératrice de la 
normalie; æ, y, z les coordonnées du point M. 

Les équations de la normalie seront 


X = æ + a, Y = y + À, Z = 23+ y. 


Soient de l’angle de deux génératrices de la normalie infi- 
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niment voisines, et Ü l’angle que fait Le plan osculateur de la 
courbe avec le plan tangent à la surface. On a 


aa + bB +cy —0, 

a'a + b'B+c'y — sinb, 

a'a + DB + c"y — cos; 
on en conclut 


a = a'sin0 + a” cos, 


(1) 8 — b'sin0 + D" cosb, 


= c' sin0 + €” cos0. 


Soient à la plus courte distance de deux génératrices voi- 
sines, w, ©, æ les cosinus directeurs de cette droite à, 
on aura 


Sa DNS Te Qu 
te B dy rdp es y da à dy, ee a dB — 8 da. 


do do do + 


i 


si alors on appelle w l’angle que la droite à fait avec la tan- 
gente à la courbe proposée, on aura 


3 OM C 
cosw = au + bp + cp = | « 8 | _… 
| da d8 dy ° 


I MOVIE 
On conclut de là, en appelant — la torsion géodésique de la 
Ô 


courbe proposée, 
(2) COS — 


mais on en conclut aussi 


cos?w — O J 0 —— 


ou 
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ou 
9 
(Sa da) 
SIN ? W) = 
dy? É 
mais 
aa’ sin Ô 
da da =S dar D da = — ds = — —— ds; 
p p 
donc 
à sin? 0 (2) 
sin? vu) — a” 
p? \do 
ou 
À 1 ds 
(3) SINU = — 
px 4? 


I 2 . 
— désignant la courbure normale; les formules (2) et (3} 
PN 


montrent que la torsion géodésique et la courbure normale 


n A DELS , 3 
ont pour résultante la quantité T° AU est aussi une sorte de 


[l 


courbure. 
L’angle w est aussi l’angle que le plan tangent à la surface 


gauche en M fait avec le plan central, en sorte que À, dési- 
gnant la distance du point +, y, 3 au point central, on a 


(4) À = Atangw; 


on a d'ailleurs 


ou 
DES sas 
FPa 
ou 
] ( ds } ds 
RER EAN ES —_ = —- Sin WD 
ex \dp/  d? 
On a aussi, en vertu de (4), 
Æ — Cat 
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ainsi 
/ die 
À = — sinw 
d? 
(5) | 
ds 
| Êr= COS W) ; 
do 
l I à ; d'o 
- et > ont donc aussi pour résultante la courbure —€ 
er ds 


EXERCICES ET NOTES. 


1. Toute surface gauche ayant une série de lignes de courbure 
dans des plans parallèles est un hyperboloïde de révolution. 


(PauLz SERRET, Théorie géométrique et mécanique 
des lignes à double courbure.) 


9. L'hélicoïde gauche à plan directeur est la seule surface gauche 
le) le) 


dans laquelle les lignes de courbure coupent les génératrices sous 
un angle constant. (1d.) 


3. Si, sur une surface gauche, on prend pour lignes coordonnées 
les génératrices et leurs trajectoires orthogonales, on aura 


(2 LR Aa 
ST == FT dr 
du, / / 


de désignant l'angle de deux génératrices voisines, dy l'arc de tra- 
I 


jectoire, — sa courbure géodésique, — sa torsion géodésique. 


; / 
(O. Bonner, Journal de l’École Polytechnique, 35° Cahier.) 


cos0 71RNE 
4. La formule — —- , démontrée (p. 254), prouve que : r°Si 


p du 
une ligne géodésique est ligne de striction, elle coupe les généra- 
trices sous un angle constant; 2° si une ligne géodésique coupe les 
génératrices sous un angle constant, elle est ligne de striction; 3° si 
une ligne de striction coupe les génératrices sous un angle constant, 


elle est géodésique. (O. BoNNET, 1d.) 


5. Si une surface gauche a pour directrices trois courbes des 
degrés m1, M2, m3, elle est du degré 2mimam3. 


6. Si deux surfaces gauches A, B sont telles que tout le long 
d’une génératrice commune elles se coupent à angle droit, le plan 
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central de A touche B au même point que le plan central de B 
touche A. (MANNHEIM.) 


7. Si une surface algébrique contient m génératrices d’un même 
système d’une surface du second ordre, elle contient aussi m géné- 
ratrices de l’autre système. 


(MouTaRD, voir PONCELET, Propriétés projectives, ...). 


8. On appelle surface réciproque d’une surface gauche la surface 
gauche qui a pour génératrices les plus courtes distances de deux 
génératrices voisines. — Prouver que, si B est la surface réciproque 
de A, A sera la réciproque de B. — Deux surfaces réciproques n'ont 


pas nécessairement la même ligne de striction.. 


9. Tout plan mené par une génératrice d’une surface gauche est 
tangent en un point T et normal en un point N; il existe sur la 


génératrice un point O, tel que ON.OT = const. 
( CHASLES.) 


10. Toute surface gauche du troisième degré contient, outre ses 


génératrices, deux directrices rectilignes dont l’une est double. 
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LA GÉOMÉTRIE DES LIGNES DROITES. 


I — Les complexes. 


Une ligne droite est définie par quatre paramètres, puisque 
ses équations sous leur forme la plus simple sont 


Bars, 
Y=82+6$; 
mais on peut remplacer les paramètres &@, 4, b, 8 par six 
autres paramètres, pourvu que l’on ne considère que leurs 
rapports, et qu'ils soient liés entre eux par une relation. 
Voici comment nous choisirons ces six nouveaux paramètres 
que nous appellerons les coordonnées de la droite en ques- 
tion. 
Soient x, y, zet x’, y’, 3! les coordonnées de deux points 
de la droite; nos six coordonnées homogènes seroût 


TT, y —-y, 3—2z et yY3—2Y, 2% —X3, AY —7YT; 
elles sont liées entre elles par la relation identique 
(æ—x')(yz'—2y )+(y — y zx — xz3')+( 2 — 3 )(xy' —yx')= 0. 


Indépendamment de ces six coordonnées cartésiennes, on 
peut aussi considérer six coordonnées tangentielles. Soient 
E, n, Ç et E!, n, € les coordonnées tangentielles de deux 
plans passant par la droite; 


ë Te. Et 1 Po 1; ee ls nC — ais CE — A6 é En — ne 


seront les coordonnées tangentielles de la droite; elles se 
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réduisent à quatre par la même méthode que pour les coor- 
données cartésiennes. 

Ceci posé, soit 


() F(x—x,y—y,2z— 2,72 — 27, sx —xz! TY.—YT')= 0 


une équation homogène du degré m entre les coordonnées 
d’une droite; les équations de cette droite renfermeront trois 
paramètres variables et définiront une infinité de droites for- 
mant alors ce que l’on appelle un complexe; (1) est l’équa- 
tion cartésienne du complexe. Un complexe est d’ordre m 
quand son équation est d'ordre m. 

En établissant entre les coordonnées tangentielles d’une 
droite une relation homogène, on définit également un com- 
plexe. Nous allons montrer tout d’abord comment on peut 


passer de l'équation cartésienne à l’équation tangentielle 
d’un complexe. 


On a évidemment 


TE + YT +2b —=1, 

1e LL SLA TES 
(A) F8 ne 9 AE en et 2 40 — 11 

ZE +yn+at =, 


TÉ+yn+sC =, 
car les plans qui passent par la droite joignant x, y, = à 


x’, y', 3! Contiennent ces points; on en tire 
8 


(x—2x)Ë+(y—y'})n +(z— 30, 


(z—2)E+(y—y')n +(z —3)t=0: 
donc 


LT — x V—Y Z — 3 
(>) 


4 dl re Er! Pr CNE F1? 
6 Een 6E TT EC NMEENIESSSS 


de même 


(3) rt En US 


Va —3Y 0 2x —xz ty = 


Mais si entre les formules (A) on élimine x et x!, on trouve 


J'EN EN) EEE (CE EOES 
Y (NE = En etes (CE ET) ES 
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on en tire, par exemple, par l'élimination de £8— ET, 


One En )(ys'— 27 )= (EF —E)(3'— 3) 


ou 
br AS r k! 
LE onu a © 
> 71 a ERA: 
re Vente) 


LA LA 
(4) P— 7% V —V Z — 3 VS —= 2) SL — %X3 vy'—yT 
TANT: vE! y! TUE CIS Lu LEO TE Wie MERS PET 
ts sf SS 5 (p lie a 6 ( (f $ 4 


 l’équation (1), convertie en coordonnées tangentielles, sera 
donc 


(r bis) F(n£— n° 


sr! ry! ed AN à EE 4 PR Enr y1 CE ES 
mass 60 — 6 ; 6 G 1 ni, $ C)— 0; 


et son degré restera ce qu'il était. 

S1 dans l'équation (1) on suppose x’, y', 3° constants, 
elle représentera un cône de degré m ayant son sommet en 
Z', y, 7, car (1) est homogène en æ — x", y — y, z — z' 
(puisque y3— zy = y — y'z 2 3— z y). De même, si 
dans (1 bis) on suppose €, n/, € constants, cette équation 
représentera une enveloppe de droites situées dans un même 
plan, ou, si l’on préfère, une courbe plane de mi" classe. 

Ainsi les droites d'un complexe peuvent être groupées de 
deux manières : 1° de manière à donner des cônes du degré m 
tels que chacun des points de l’espace soit le sommet de l’un 
de ces cônes, 2° de manière à donner des droites envelop- 
pant des courbes planes de mi" classe, telles que chaque 
plan de l’espace contienne une de ces courbes. 


II. — Des congruences ou des faisceaux. 


Les droites communes à deux complexes forment ce que 
l’on appelle un faisceau ou une congruence; un faisceau 
sera donc représenté par deux équations représentant chacune 
un complexe. 

Le degré ou la classe d’un faisceau est le produit des degrés 
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des équations des complexes dont 1l fait partie. Voici la raison 
de cette définition : soient 


Op —0, On —0 


les équations de deux complexes de degrés m et nr. Au 
point æ',y', z! passent deux cônes de degrés m et n, qui se 
coupent suivant p — mn droites appartenant au faisceau; ce 
sont d’ailleurs les seules droites du faisceau passant en x’ y" 7". 
Ainsi les droites d’un faisceau peuvent être distribuées : 

1° En groupes d’un nombre p fini de droites passant par 
chaque point de l’espace; | 

2° En groupes de p droites situées dans chaque plan de 
l’espace. 

Avant d'étudier les complexes et les faisceaux en général, 
il convient d'étudier les complexes du premier degré et les” 
faisceaux auxquels ils donnent lieu par leurs intersections, 
faisceaux qui sont du premier degré ou de la première classe. 


III. — Complexes du premier degré. 


Les équalions d’un complexe du premier degré sont 


\ A(x—zx)+B(y—7y')+ C(z— 3) 


Le Ü +D(yz'—2y')+E(zx'— x3')+ F(xy —yx')=0 
ou 
(bé) À ACT EN) BC ET) PONS 


HD(O—E)+ ENTORSES 


le cône des droites qui passent par chaque point de l’espace 
est un plan, et la courbe à laquelle sont tangentes les droites 
passant dans un même plan se réduit à un point. Dans un 
complexe du premier degré, chaque point de l’espace corres- 
pond donc à un certain plan et vice versa; nous dirons que 
le point et le plan qui se correspondent sont conjugués. 

S1 nous considérons deux points a et b et leurs plans corres- 
pondants, ces plans se couperont suivant une droite AB; or 
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aÀ et aB sont des droites du complexe, ainsi que bA et DB : 
donc le plan & Ab correspond au point À, et le plan 4aBb au 
point B; ces plans se coupent suivant la droite ab. 

On voit ainsi qu’à une droite ab en correspond une autre 
AB; ces deux droites sont dites conjuguées. 

Toute droite qui rencontre deux droites conjuguées appar- 
tient au complexe; en effet, par cette droite et l’une des droites 
conjuguées À on peut faire passer un plan, qui sera le plan 
conjugué du point où la droite rencontrera la conjuguée de À; 
or toutes les droites de ce plan appartiennent au complexe. 

Deux droites conjuguées n’appartiennent jamais au com- 
plexe, à moins d’être confondues. D'ailleurs toute conjuguée 
d’une droite du complexe se confond avec elle; en effet, pour 
trouver la conjuguée d’une droite, il faut construire l’inter- 
section de deux plans conjugués de deux points de la droite; 
or ici ces deux plans contiennent la droite. Donc, etc. 


IV. — Diamètres et axe d'un complexe du premier degré. 


On appelle diamètre d’un complexe du premier degré le 
heu des points conjugués d’une série de plans parallèles. 
( JUS P ( 
Si dans l'équation 


A(æ—x)+B(y—-y)+...+D(y3 — 27 )+...—=0o 


du complexe on suppose à x’, y’, 3’ des valeurs déterminées, 
cette équation sera celle du plan conjugué; ses coefficients 


directeurs sont 
NE CS 


B—Fxr+ D 3, 
C—Dy'+ E>x, 


et si l’on égale leurs rapports à des constantes, on voit que le 
point x’, y’, 3 décrira une droite; ainsi les diamètres sont des 
droites, les conjuguées des diamètres sont à l'infini et à l’inter- 
section des plans conjugués de leurs divers points; on voit 
aussi que tous les diamètres sont parallèles. 
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Les équations d’un diamètre sont 


A—Ez+Fy : B—Fz+D3 CDR 
n a TT b 14 C 


e] 


et l’on déduit de là, en supprimant les termes constants, 


D, E, F sont les coefficients directeurs de tous les diamètres. 
Pour qu’un plan soit perpendiculaire à son diamètre conjugué, 
il faut que 

A—Ez+Fy. B=FrÆ#D30 VC RDA 


Se D DRE FT 400 


ce sont les équations de l’axe. 
Prenons l’axe du complexe pour axe des z, les équations 
précédentes seront satisfaites poura'= 0, y'= 0; donc E — 0, 


D — 0, À — 0, B —o, et l’on peut mettre l'équation du com- 
plexe sous la forme 


K(zs—3)=(xy — 7x), 


qui ne change pas quand on fait tourner les axes autour de 
l'axe des z ou quand on les fait glisser le long de cet axe. 
k est le paramètre du complexe et le plan des +y est une 
section principale. 

Calculons le paramètre Æ; à cet effet, transformons les 
coordonnées en plaçant l’origine sur l’axe et en prenant Paxe 
du complexe pour axe des 3; D, E, F sont les coefficients 
directeurs de l’axe. Cherchons l'intersection de l’axe avec son 
plan conjugué 

Dz'+Ey'+Fz'=o; 


les équations (1), combinées avec celle-ci, donnent 
Ax'+By'+Cz=0o, 


d’où l’on tire les coordonnées d’un point de l’axe 


x’ V' ES D EP: 
(29 BF OH CD LaF AE DD 


[SL] 
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les équations (1) donnent 


ADHBE+CF  A—Ez+Fy 
a ID po 


En tenant compte de (2), on a 


(AD + BE + CF)D — A(D2+ E2-+ F2) 
D? + E2 + F2 


— [ F(CD — AF)— E(AE — BD)]0 


ou 
0 — : 
D? EF?’ 
donc (2) donne 
PAUSE CE PÉODSeAT | 
Dre 1 pi” P'Pa-s'rce pe! PE ) 


nous appellerons ces valeurs 5, y, 30. 
Le transport de l’origine en #5, Yo, 30 donnera à l’équation 
du complexe la forme 
A(x—z)+B(y—7y')+ C(z— 3) 
+ D(yz — 37 )+ E(zx'— x3') + F(xy'— yx') =0 
+ D[—yo(3 —z)+z(y —7)] +... 
ou 
(x z)(A — Ezo+ Fyo)+...+ D(yz'—2y')+...—=0 
ou 


AD-RBE + FC 


pe LDG—T)ÆRE(r—-y)+EF(:— 7) 


+ D(y3 — 37')+...—=0. 


Prenons maintenant pour axe des z l'axe du complexe. Il 
faudra effectuer la transformation 
T = aA%, +0Yi + C2, ALL Te ACCES 
y =a'æ+ 0'yi+ c'zi, DR RTE es 


l'E: 


3 = a"xi+ b"yi+ cz, LOL EN, 
où €, c', c” sont égaux à 


D E F 
=. 9 ne nn inennd ” 1 
VD? + E2- F2 VD?+ E?+ F2 VD?+E2+ F2 
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yz'—2y'=  (æi71 —Y12, )(a'b"— ba) 
+ (141 — 3171 )(0°e"— c'0°) 
+(a% —23,)(c'a — ac"); 
le coefficient de y,3, —7,3, dans la formule transformée 
sera alors 


D(b'c"— c'b")}+ E(b'e — c'b)+ F(bc'— cb!) 


ou 
D'UHRE 
AR Ne Ca 
L.. FCO 


ou encore 
Da + Ea'+ Fa”=o; 


celui de xy'— yx' sera 
D? + E2 + F2 


D'OR T AMP ou 


ou enfin 
VD? EF; 


Le nouveau coefficient de z — z/ sera 


— 
Ç 
+ | 
a] 
% 
F 


(De+Ec'+Fc) ou encore 


donc enfin la transformalion de coordonnées conduit à la 


formule 
(AD +BE + CF)(4— 3) E(D?RE ORIORR 
La valeur du paramètre Æ est donc 


DA D BEN 


QE D? + E2-+ F2 
V. — Classification des complexes du premier degré. 


L'interprétation du coefficient k, que nous avons appelé 
paramètre, se fait ainsi : on a 


(1) ay — yz'= k(z — z'); 
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soit 


L'Édaat PRE 1 


DEL Lan 2 Lo 


les équations d’une droite du complexe ; sa distance à à l’axe 
est donnée par la formule suivante, où / est la distance de 
deux points æ&, y, z, x’, y’, z!, 


S Le ! pe 
Î= (ay —yx'), 
d’où l’on tire, en vertu de (1), 


æ æ 
OT T à NES 


l 


ok 14 COS; 
y désignant l’angle que fait la droite avec l'axe. On voit que, 
si à reste constant, y reste conslant, et, par suite, les droites 
du complexe sont les tangentes à une infinité d’hélices ayant 
pour axes l'axe du complexe. Ces hélices seront sinistrorsum 
ou dextrorsum suivant que ÆZo. Si k était nul, à serait 
toujours nul, et les droites du complexe rencontreraient 
toutes l’axe. 

Ainsi les conditions pour que Æ —o, ou pour que toutes 
les droites d’un complexe rencontrent leur axe, sera 


= 0 ou AD BE + CF = 0, 


d’après la valeur trouvée pour Æ au numéro précédent. 


VI. — Congruences du premier degré. 


L’équation des complexes du premier degré contient cinq 
paramètres que l’on peut déterminer en se donnant les coor- 
données de cinq droites du complexe. Le problème ne peut 
devenir indéterminé que si les cinq droites données font 
partie d’une congruence. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi, 
le problème sera bien déterminé. 

Ceci posé, en appelant Q —o, Q'—0 les équations de 
deux complexes, Q + ÀQ/— 0 sera l'équation générale des 
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complexes contenant la congruence Q = 0, Q'= 0; en effet, 
ce complexe sera déterminé par quatre droites de la con- 
gruence et une cinquième droite que l’on se donnera en 
dehors. 

Ceci posé, on peut toujours choisir À de telle sorte que 
Q + )Q'— 0 ait un paramètre nul; si l’on a 


Q—A(x—2)+...+D(yz— 37 )+..., 
Q' = A'(x—x')+...+D'(yz'— 23y')+..., 
on aura 


(A +XA")(D +XD")+(B+A1B)(E+2E')+(C—+2C)(E EX) = 0, 


équation d’où l’on tirera deux valeurs pour À, à moins que 
l’un des complexes Q, Q' ne se réduise déjà à un complexe 
avec un paramètre nul. 

Il résulte de là que, une congruence du premier degré 
étant donnée, on peul toujours la considérer comme apparte- 
nant à deux complexes de paramètres nuls. Les droites com- 
munes à de tels complexes sont assujetties à rencontrer deux 
droites fixes, à savoir les axes de ces complexes. Ainsi : 


Toute congruence du premier degré se compose des 
droites rencontrant deux droites fixes. 


VII. — Complexes du second degré. 


Un complexe du second degré peut être représenté par 
une équation homogène et du second degré en 


X—=x—x, Y=7— 7, ZE 822 
l= y3'— 2Y, M = 3% — x2!, n = Dyi V8 
que nous pourrons mettre sous la forme 


(1) F({,m,n)+2Ll+2Mm+aNn+e@(X, Y, Z)=o. 


Fest une fonction homogène et du second degré de /, m, n, 
9 est une fonction homogène du second degré de X, Y, Z, 
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enfin L, M, N sont des fonctions linéaires de X, Y, Z homo- 
gènes. 

Si l’on suppose x’, y’, 3! constants dans l’équation (1), elle 
représentera un cône du second degré ayant son sommet en 
x’, y’, z!, formé de toutes les droites du complexe passant 
en æ', y’, z!; exprimons que le cône se réduit à un système 
de deux plans; le lieu des points x’, y’, z' pour lesquels cette 
circonstance se présente ést ce que l’on appelle une surface 
de Kummer. 

La surface de Kummer pour le complexe (1) s’obliendra en 
exprimant que (1) est une somme de deux carrés, fonctions 
linéaires de X, Ÿ, Z. 

A cet effet, décomposons en carrés le premier membre 
de(1}, et, pour faciliter le travail, effectuons d’abord un chan- 
gement de coordonnées sans déplacer l’origine. Supposons 
les coordonnées anciennes et nouvelles orthogonales : il est 
nt assurer que Z, y, 5, æ,y,2z,X,Y,/'etl,m,n 
sont transformées par la même substitution, en sorte que l’on 
peut supposer F(/, m, n) de la forme A?/?-£ B?m? + C?n? 
etécrire l'équation (1) ainsi 


(2) A22+ Bm?+ Cn?+92AL/!+2BMm +2CNn+@(X, Y,2Z), 


À, B, C désignant des constantes et L, M, N des fonctions 
linéaires de X, Y, Z. Cette dernière équation peut encore 
s’écrire 


GATE L)+(Bm+M}+(Cn+N} + Q(X, Y, 2), 


Q désignant une nouvelle fonction homogène et du second 
degré de X, Y, Z. Il s’agit maintenant d'exprimer que cette 
fonction est une somme de deux carrés ou d'écrire que son 
discriminant est nul; cela ne présente aucune difficulté, les 
termes de la fonction (1) ou (3) étant du second degré en x’, 
y', z',etle discriminant étant du troisième degré par rapport 
aux coefficients de cette fonction. La surface de Kummer 
sera, en apparence au moins, du sixième degré; mais on peut 
s'assurer que les termes du cinquième et du sixième degré 
L. — Traité d'Analyse, VII. 19 
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sont nuls; et, en effet, les termes sont indépendants de la 
forme de la fonction @ qui ue contient pas x’, y', z!. Pour 
évaluer les termes en question, on peut donc supposer Q — o 
etse borner à considérer l’expression (3) réduite à 


(ALL (Bm+<M} +(Cn+N}); 


alors son discriminant, élant 1 par rapport aux quantités 
Al+L, Bm+M, Cn+N, sera par rapport à X, Y,Z égal 
au carré du déterminant de la substitution 


æ = Al+L, y = Bin + M, z—= Cn+N. 


Si l’on pose L=aX+$Y+72,M=ax LH pYE17, 
N=%"X + $"Y + V’Z, le discriminant cherché sera le carré 


de 
- R S = À A 4 1 
| x DH À 3 ME AM | 
/ ! > ren D1 m1 ! 
(4) Œ — Bz G { ANT Br È 
a"+ Cy' $"— Czx' y’ 


Comme le déterminant 


æ! a 
O A z ee AJ 
pa () Bz'00 
Cy —Cx' 0 


qui forme l’ensemble des termes du troisième degré, est nul, 
il faut en conclure que le déterminant (4) est du deuxième 
degré et que son carré est du quatrième; donc 


La surface de Kummer est du quatrième degré. 


Cherchons enfin les points x’, »', 3! pour lesquels le cône 
du complexe se réduit à deux plans coïncidents. L’expres- 
sion (1) devra alors être un carré parfait; l'équation de la 
surface de Kummer peut se mettre sous la forme 


NARRURE" 


(5) B' A UBAI 01 : out 
B' B AN] 
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En appelant 
OR A"72 LoBYZ + 5B'XZ +: P'XY 


le premier membre de l'équation du complexe (1), les élé- 
ments A; B;... sont du second degré en x', y’, z!, et les 
points où le cône se réduit à un plan double sont donnés par 
les formules 


OA OA 


GR T2 


qui se réduisent à deux équations distinctes du quatrième 
degré en x’, y', z'; ces équations ont, par suite, 16 solutions, 
et 1l existe 16 points pour lesquels le cône du complexe se 
réduit à un plan double. Prenons l’un de ces points pour 


origine, on a (t. [, p. 101) 


AA" — 


OA 04 ( oA \? 
= x où (2); 


oB" 
cette formule montre que les termes du degré le moins élevé 
en &!, y’, 3 dans A sont du second degré, puisqu'ils sont du 


< , ° € 2e r AN 
premier degré au moins dans les dérivées LATE donc les 


16 points en question sont des points singuliers de la surface 
de Kummer. Ainsi : 


La surface de Kummer a 16 points singuliers qui sont 
les points pour lesquels le cône du complexe se réduit à 
deux plans confondus. 


La transformation par polaires réciproques montre, en 
outre, que : 


La surface de Kummer est de quatrième classe; elle 
aæ 16 plans tangents singuliers; elle est l’enveloppe des 
plans pour lesquels la conique du complexe se réduit à 
deux points. 


L'équation qui fournit les points singuliers de la surface 
de Kummer est résoluble par radicaux (votr Jenna, Théorte 


202 CHAPITRE VI. 


des substitutions, p. 313). Voir, pour plus de détails, Pruc- 
Ker (/Veue Geometrie des Raumes) (c’est dans cet Ouvrage 
que nous avons puisé les théories précédentes), et Kumwer 


(Monatsberichte de l'Académie de Berlin, 1864). 


VIII. — Des congruences en général. — Foyers. 


Considérons les équations 


(1) X = 7 +02, Y = y +28, Z=3+)7y, 


et supposons que æ, ÿ, 3, À, &, B, y soient fonctions de deux 
paramètres variables 4, y, X, YŸ, Z désignant les coordonnées 
courantes, +, y, 4 les coordonnées d’un point variable et w, 
5, y trois cosinus directeurs; ces équations représentéront 
une droite variable, ou, si l’on veut, la congruence formée 
de toutes les droites représentées par (1). 

Soient D une droite de la congruence; à la plus courte 
distance de D et d’une droite infiniment voisine D’; À une 
droite perpendiculaire à D et 0; g la distance du point #, y, z 
par lequel nous supposerons que passe D, au pied de la per- 
pendiculaire commune à D et D’. Les formules du $ 1 du 
Chapitre précédent donneront, en supposant les droites D et 
D' infiniment voisines, 


 Poede (PE 


y dB)+ dy(Y da — a dy)+ dz(a d8 =#$"4x) 
Ô — 
129 aN ) 


4 dV?= dx? + df? + dy?; 
les cosinus directeurs des droites 


Dysont%, 08; 

B dy — 7 db yda—a a, 2 dB — 8 da 
dV dV dV À 

d'A d8 dY. 

av’ aN° dYV? 


0 sont 


(4) 


| À sont 
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le À du point où à rencontre D est donné par la formule 


_ dx du + dy df + da dy 


Gi) É dV? 


Ces formules étant établies, nous allons voir que : 


Il existe deux points appelés foyers sur D, où D est 
rencontrée par une droite D' infiniment voisine. 


Pour mettre ces points en évidence, il suffit, dans la for- 
mule (2), de supposer à — 0, ce qui donne 


(6) dx(B dy — y dB)+ dy(y da — a dy) + dz(a di — 5 di) = 0. 


Cette équation est du deuxième degré en dy et du. ou plutôt 


dy * 
en cr elle fera connaître deux valeurs de ce rapport et par 


suite deux valeurs de À au moyen de la formule (5), ce qui 
met en évidence l’existence des foyers. 
L’équation (6) peut s’écrire 


re ET 
CURE EE 0: 
dr dyu dz 


En élevant cette équation au carré et en tenant compte de (5), 


on trouve 
F 0, De dx 
0, dV?, APN PT 10 
D «a dx, AÀdV?, D dx? 
ou bien 
A2 dV? — d'a 2 — (Ye ar) 
ou enfin 


(7) Ê dV 
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L'équation (6) exprime que la droite D rencontre une droite 
infiniment voisine; c'est une équation différentielle en y et w 
qui détermine y en fonction de et d’une constante arbi- 
traire €. Si l’on porte cette valeur dans (1), ces équations ne 
dépendront plus que de uw et de c; quand on donnera à c une 
valeur déterminée, les droites (1) engendreront une dévelop- 
pable. Les développables qui forment un système double 
[puisque l'équation (6) est du deuxième degré] que lon 
obtient en faisant varier c sont ce que l’on appelle les déve- 


loppables du faisceau. 


Ainsi : 


Les droites d’une congruence forment deux séries de 
développables, touchées par les droites de la congruence 
en leurs foyers. 


Le lieu des foyers ou des arêtes des développables est une 
surface à deux nappes que l’on appelle la surface focale. 

La surface focale est touchée en deux points par chaque 
droite de la congruenee; on obtiendra son équation en rem- 
plaçant À dans (1) par la valeur (5) de À et en éliminant 
ensuite À, et y entre les équations. 

La surface focale pourra se composer soit de deux sur- 
faces distinctes, soit de deux nappes appartenant à une 
même surface. Les développables ne sont pas, en général, 
tangentes aux focales; mais, quand cela a lieu, leurs arêtes 
de rebroussement sont des asymptotiques des focales, car 
leurs plans osculateurs sont tangents aux focales. 

Les plans focaux d'une congruence sont les plans tan- 
gents aux développables du faisceau. Il en passe deux par 
chaque génératrice; 1ls sont osculateurs aux arêtes de rebrous- 
sement des développables. 

Pour trouver les plans focaux qui passent par la droite (1), 
nous observerons que, les plans devant passer par x, y, 3, 
leurs équations seront de la forme 


A(X—x)+B(Y—y)+C(Z—3z)=0; 
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un plan focal étant parallèle aux directions &, , y eta + da, 
5 + df, y + dy, on devra avoir 


Au + B 5 + Cy 10; 


A di + B d$ + Cdy =, 


el, par suite, un plan focal aura pour équation 


O=(X—x)(8dy —ydB)+(Y —y)(y dax — dy) 


Lee | 78 0 
+(Z — 3)(ad5 —6da), 


et d’ailleurs la droite qui à pour coefficients directeurs 
a+ da, 5 +.dô, + dy doit rencontrer (1); pour cette 
droite on doit donc avoir à —0, ou 


(6) dx(8 dy — y d$)+ dy(y da — 1 dy) + dz(ad$ — Bdx)=0; 


; x | M dy. . ex ; . 
celle équation détermine —< et par suile l'équation (8). 
dy ? 


; du. , ; ; : 
Comme a deux valeurs, l'équation (8) fournira bien les 


deux plans focaux. 

D'après ce qui précède, on voit qu'une congruence se 
compose de toutes les droites tangentes à deux surfaces 
dites focales. Réciproquement, les tangentes communes à 
deux surfaces engendrent une congruence, et ces deux 
surfaces peuvent être choisies arbitrairement. 

Les tangentes à un faisceau de courbes tracées sur une 
surface engendrent aussi une congruence, de même que 
toutes les droites d’une congruence sont tangentes à des 
courbes qui sont les arêtes de rebroussement des dévelop- 
pables de la congruence, toutes situées sur la surface focale 
et formant un réseau sur cette surface. 


Si l’on considère les arêtes de rebroussement d’une 
série de développables d’une congruence, ces courbes sont 
conjuguées, sur la focale qui les contient, des traces des 
développables de l’autre série sur la méme focale. 


En effet, soit u — const. l'équation des arêtes de rebrous- 
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sement de la première série de développables, sur la focale 
qui est leur lieu, y = const. l'équation des traces de l'autre 
série de développables sur la même focale. Prenons u et y 
pour variables, les équations de la congruence seront 
0 dY 0z 
NET is Ÿ =: yves L=3 20e 
5e VE dv ” dy 
Si l’on écrit que celle droite rencontre la droite infiniment 
voisine représentée par les équations 
dx do dx x 


Ve — dr. nn À — l ee 
Fe dar TT du + Ou 00 


on aura 

VTT 23 
Op 0 0m oo 
0x dy z 
CPR re CUS 
0x dy 0z 
EM Ov dy 


ce qui exprime bien que D — const. ét y —CONSeONE des 
courbes con]juguées. 


IX. — Points principaux. — Point moyen. 


Nous pouvons regarder +, y, 3 comme fonctions de &, 6, y, 
ces dernières variables étant reliées par la relation 


a +fr+y— 


la quantité À qui mesure la distance du point #, y, 3 à la 
droite (1) est donnée par la formule 


da dx + d8 dy + dy dz 
dv: 


Da( da - dB + 41) 


dV? É 


LE — 


ou bien 
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c’est-à-dire 


0x OYPTUz 
LR CESPE ( « É TR SES 
da + dy ( 2 E = ) NE 
dV? 


== 


Si nous posons 


da s ds À CPE 
TON, MS gV.T 67 


nous aurons 


(9) MAN Ry 2 =ur, 
(10) ax + 88" + YY = 0 
el 
or dy 03 
1141 Des mt te PE M Se EE à ES 
un) AR 07 08 


Cherchons le maximum et le minimum de A quand on fait 
varier æ/, Ê, y'; à cet effet, égalons à zéro les dérivées de 


RM o(e pe ya)e car 684% )], 
nous aurons 
x qar I pie | 0Y Lee I L or oz I 20 LEO 
he 134 0x eu dy TEE À Le 5e 
à _A 0 au 0x l p' OV 3 ; ne 03\ : 
2 da + 3 IN SI GUY 


Si l’on multiplie la première de ces formules par 4/, la seconde 
P [ Ï ) 

par Ÿ/, la troisième par y’ et si l’on ajoute, on trouve, en 

vertu de (9), (10) et (11), 9 = — A; alors l'élimination de 
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(o} , . N 
RCE v - entre ces équations el (10) donne 
/ 2 4 


Or à 11/0 0Y I ee Ni) 7 
Or (Ten) 3 TD 2 
I (°Y 0x V 1 /0Y a) 
EU Beer DCE ant 1 DR Rs nee: 
(13) NO U fi 05 ) 05 2 \0 o) P — O. 
1 / 03 TTAENNIOZ OV 3 
9 ( (e | à | ( ee D. | «y Ad Ÿ 
2 AO 0/05 08 07. 0 
U 6 Ÿ (e) 


On démontre sans peine que cette équation en À a deux 
racines (t. IT, p. 433) qui sont réelles, mais qui peuvent être 
égales, et comme À n’est pas généralement infini, on en con- 
clut que la plus courte distance à d’une génératrice D aux 
génératrices voisines ne peut se mesurer qu'entre deux points 
en général distincts et situés à distance finie ; ces deux points 
sont les points principaux de la génératrice D. Le heu de 
ces points se compose de deux nappes qui forment la surface 
principale de la congruence. 

Les points principaux une fois connus, les équations (10) 
et (12), qui sont du premier degré, fourniront æ!, Ê/, y, s. 
En vertu des formules (4), x’, 8”, y! sont les cosinus directeurs 
des droites À perpendiculaires à D et à à menées par les points 
principaux. Ces droites sont les normales aux plans passant 
par D et les plus courtes distances à extrêmes menées par 
les points principaux, plans que l’on a appelés principaux. 

Les plans principaux sont orthogonaux. C'est ce que 
l’on vérifie bien facilement, en désignant par #,, 8°, y, A, 
les valeurs de 4”, £', ;', À, en l’un des points principaux, ces 
valeurs étant toujours désignées par 4/, f/, y’, À en l’autre; 
en mulupliant alors les équations (12) par x,, 9°,:, en les 
ajoutant, puis en permutant les lettres portant lindice avec 
celles qui ne le portent pas et retranchant les résultats, on 
trouve 

(aa, + BB, + Yy1)(A —A)=0, 


ce qui montre que, si AZ A’, c’est-à-dire si les points prin- 
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Cipaux ne sont pas confondus, les plans principaux sont 
rectangulaires. CR COSÉE + De 

Nous reviendrons plus loin sur le cas où À — 

On appelle point moyen d'une génératrice le milieu de 
l'intervalle compris entre les points principaux; on appelle 
plan moyen d’une génératrice le plan mené par le point 
moyen perpendiculairement à cette génératrice. Enfin, on 
appelle surface moyenne et enveloppée moyenne d'une 
congruence le lieu des points moyens et l'enveloppe des 
plans moyens. 

Prenons maintenant pour plans de coordonnées les plans 
principaux et le plan moyen de la génératrice D, qui sera 
DUR RUES, onaura Z — ÿ —z— 0, a — 0, FE == 0 
%—1, et, en vertu de ax + $+ y — 0, on aura Y — 0, 
4?+ $2— 1. Dans les one (12), o est égal à l’une des 
valeurs de À changée de signe. Si donc on appelle 2p la 
distance des points principaux, 5 devra être remplacé par 


+ pet les deux premières équations (12) deviendront 


or \ 08 007 
r FL nu 


a | Se Æ P) + = 0, 


l 
2 


ASP EE: #2 dy \ DT. 
ic Es LL 
2 ee D +8 | 08 P 1 


l 


OLA SUR Ÿ sont les coefficients directeurs des plans princi- 
paux : donc ces plans principaux ayant été pris pour plans 
de coordonnées, ces formules doivent être satisfaites pour 


D DD nelpour « — 1; 0—0, ce qui donne 


dx va 0Y dr 0y 
— — = O, Er ES 02 SNS Di 
08 dx . 02 / 03 P; 


l'équation (13) devient 


1 /0x ts 0x 0Y 
A?2— À pe 7 mr op lnsrn = 
(+ Er :( +2) 0x 03 


À devant avoir deux valeurs égales et de signes contraires, 
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0x OV ape à * 
ire 25 doit être nul; on peut donc poser 
or OV 
LL ST 
(14) Ve 
| ÔT SO Y 
da EL 0B 0 


Les équations (5) et (6), qui font connaître les foyers, 
deviennent alors 


ou, en vertu de (14), 
À = pa?— pl, 


qg(82+ a?) —2paf=0o. ou qg—2paf$=0o;, 
on ure de là 
A= + ypiq 


En appelant alors 2 f la distance des foyers, on a donc 


; JE PR ge 
et l’on voit que 


Les foyers sont à égale distance du point moyen. 


Laéorkme DE Srurm. — Les droites voisines d’une con- 
gruence D rencontrent deux droites fixes. (Comptes 
rendus, 1° semestre 1845.) 


Ceci doit avoir lieu & priori, car toute congruence peut 
ètre considérée comme étant du premier degré, quand on 
fait varier très peu les paramètres dont elle dépend, et l’on 
a vu que toutes les génératrices d’une congruence du pre- 
mier degré rencontraient deux droites fixes. 
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Nous allons vérifier cette conclusion. Les droites voisines 


de D ont pour équations 


2. dr oo Y—y—dy P—3:—dz 


a+du BB +d ++dy, 
et, si l’on particularise les axes comme tout à l'heure, 


X=(parqs)dVv  Y+(ga+pf)dVv  ZavV 


eu 


[e 4 I 
Si l’on écrit ces équations ainsi 


X=( pa+qgi+2x2Z)dV, 
Y=(—qa—pf'+$'Z)dV, 


on voit que la droite représentée par ces équations rencontre 


la droite 
Y ! G' 17 e a 
(15) a 77, 
X Res LT À Lo 
qui sera fixe, si l’on à 
P + Lo q 
16 — - 
(16) Le US 
ou 


1e EVpr grief. 


Les droites en question se trouvent donc dans des plans paral- 
lèles au plan moyen et passent par les foyers. Les coefficients 
angulaires des projections de ces droites sur le plan moyen 
sont donnés par la formule (16), où l’on doit remplacer Z, 
par — jet par + f. Nous donnerons à ces droites le nom de 
droites focales. 


Les droites focales sont contenues dans les plans focaux. 


En effet, l’équation (8) montre que les coefficients direc- 
teurs des plans focaux sont 


Bdy—yd8, yda—ady, adf —$ dax 


ou, dans le système particulier de coordonnées adopté en 
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dernier lieu, — £', #, 0; x" et Ê" étant d’ailleurs liés par la 
relation (6), qui devient 


g—2paf=0o 
el qui donne 


l { Ur: va LÉ, CR 
d'A Y pee gere Vp d; 
2Vp D 
Fe dE er — LEA V0: 
2 Vp 2Vp 
Les équations des plans focaux sont donc 
VAE LP VERTE 
NID VE 51 220 


et, si l’on observe que les deux membres de (16) donnent 
pour z,—=V/p?—q? les coefficients angulaires des droites 
focales, on voit que ces droites sont contenues dans les plans 
focaux. 


e ’ L4 Le C4 A 
Le produit des deux valeurs précédentes de x St égal à 1; 


on en conclut que : 


Les plans focaux sont également tnclinés sur les plans 
principaux. | 


On appelle surface élémentaire d’une congruence une 
surface gauche dont toutes les génératrices font partie de la 
congruence. 

Toutes les surfaces élémentaires qui ont une généra- 
trice commune ont deux plans tangents communs qui 
sont les plans focaux de cette génératrice, car les droites 
focales sont tangentes à toutes ces surfaces. 


X. — Générations singulières. 


Les théories exposées ci-dessus tombent en défaut lorsque 
la génératrice D est telle que l’on puisse avoir dy — o, ou 


da? + d$? + dy? = 0. 
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Cette relation ne peut avoir lieu que si da — d8 — dy — 0 
Î i > 
équations qui se réduisent à deux, puisque 
a da + 8 d$ + ydy =0; 
ces deux équations sont 


dx ox 03 08 
— du+ — d& =0, — du + — di = 0 : 
Op. OV (O7 OV 


elles ne peuvent avoir lieu en même temps que si l’on a 


d(x, 3) 


UC, y) A 


(1) æ 
Cette équation établit une relation entre et y; les équations 
de la droite D ne renferment plus qu’un paramètre, et les 
droites pour lesquelles dy peut s’annuler forment une surface. 
Les droites en question sont les droites singulières ; leur lieu 
est la surface singulière de la congruence. 

Considérons une droite singulière; pour que dV soit nul, 
il faut que 

. dy + : 0; 


’ ’ 


ce qui détermine la situation de la génératrice faisant avec 
celle-c1 l’angle nul. Les foyers sont toujours déterminés par 


l'équation ZA \) 


di dx + d8 dy + dy dz LE / 


) 


(2) 


dx? dé? + dy! 
en posant 


dx(8 dy —d8)+ dy(y da — a dy) + dz(a di — 8 da) <o 


ou 
dx dy da 
ALAN | = 0; 
OR | 
eu vertu d l2, d8, dy sont proportionnels à 
mais, en vertu de (1), dx, d$, dy sont proportionnels Dre 
08 dy 


—E, 1, en sorte que l’équation précédente se réduit à une 
ou où 
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équation du premier degré en du et dy, et à l'équation 


da 


La première fournit un foyer, la seconde fournit 
pour À une valeur infinie; donc : 


Les droites singulières n'ont qu’un foyer; l’autre foyer 
est à l’infint. 
da I R 08 A da 1e 06 CAD 
Ou 7 Ou COOP RE 


la droite correspondante est encore singulière, mais elle est 


Lorsque l’on a à la fois 


parallèle à toutes les droites voisines et les deux foyers sont 
à l'infini. 


XI. —— Congruences harmoniques. 


Une congruence est harmonique par rapport à une surface 
quand ses développables déterminent sur cette surface des 
sections formant un réseau de lignes conjuguées. 


Considérons sur deux surfaces s et s', conime COTrespon- 
dants, les points où les plans tangents sont parallèles; les 
droites joignant deux points correspondants de deux sur- 
faces s et s forment une congruence harmonique. 


En effet, soient x, y, 3 et x', y’, 3! les coordonnées de deux 
points correspondants ; on peut représenter les deux surfaces 
par des équations telles que 


Î 
ï 


T — 0 (À, LL); SAT EE 6 (A, Lt), = = Ÿ (À, U), 
L' 


= %'(À; 1), J'— x C6 H); (A, pe). 


Soient #, 5, y les coefficients directeurs du plan tangent en 


Ty > SOU ÉTIELS MES PIONIUOIL AN OI 


| 0x 8 OY 03 : 
Die eo) (0 LOTS 
Ci #0 pcs | 
| [À # 8 CL —- * 02 O 
FRS Le FORMAT 


DR 
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et deux autres équations obtenues en changeant À en 11. Expri- 
mons que la droite qui joint un point à son correspondant 


X=æ+p(r —x), Y=7y+p(y—y), Z=2+p(3—3) 


rencontre la droite voisine menée par les points 


41% + Ta, en 


+ 0À 
EL 
0x ,. dy! PEN de 
+ a, 1) t 5x dh a+ = dÀ 


correspondants sur les lignes coordonnées u — const., nous 
aurons 


de x … d4 
2 SET NES 
= 0 
ou, plus simplement, 
0x ox’ ; 
NON 
dy dy 271 OA 
(2) RE NU RS 0 
d3 OZ ; + 
FE PE 
De (1) on tre 
dy 0z 03 0x 0æ dy 
He D À OX OÀ JA UOX 
he: te PRO PE y: Ver 
dy" 0z' 03! 0x’ dæ' dy 
DA OX dÀ Où où où 


portant les valeurs de &, $, 7 à la place des déterminants qui 
leur sont proportionnels dans (2), nous aurons 


(= rha+(y —y)Bæ+(z— 3)y = 0, 


équation absurde, puisque la normale n’est pas en général 
perpendiculaire à la droite qui joint les points correspon- 
L. — Traite d'Analyse, VII. 20 
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dants. Ceci prouve que les formules (3) n’ont pas lieu; en 
d’autres termes, que les déterminants qui y figurent sont nuls. 
Ainsi l’on a 

0x ,0% __dy , dy _ ds, 02! 

OX." OÀ VOA ON COM NERNNES 


en appelant & chacun’de ces rapports égaux, on aura 


0x 2e ox" ( 
SP RDUE) à po 


on aurait d’une façon analogue 


On üre de ces équations, en différentiant par rapport à et u, 


dx Le dx’ ox du 
ox où Get): du NS 0” 
27 02x' ox! dv 


0} du où Op 4 op où 
d’où, par soustraction, 


(UE PE RE EEE Cri 
OÀ du du dÀ 01 0p 
Comme wZv, sans quoi x et x’, y et y, z et z!me différe- 
raient que par des constantes, on déduit de cette équation et 
de ses analogues 
LES 02y' d?z! 
Ok 0m dk0um O0À0p 
de 
Op Op. ou 
0x" 0Y' 03" 
0À 0À OÀ 


ce qui prouve que les développables de la congruence cou- 
pent le lieu des points x’, y', 3! suivant des courbes conju- 
guées, ce qui démontre le théorème énoncé. 
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| XII. — Du faisceau des normales à une surface. 


Un faisceau, contrairement à ce que l’on pourrait croire 
au premier abord, n'a pas en général ses droites normales à 
une même surface. Soient, en effet, «, 5, y les cosinus direc- 
teurs d’une droite du faisceau, x, y, z les coordonnées d’un 
point de cette droite; s’il existe une surface ayant pour nor- 
males les droites du faisceau, on pourra désigner par X, Y,Z 
les coordonnées du point où la droite que nous considérons 
rencontre la surface; si l’on appelle alors p la distance des 
points æ, y, s et X, Ÿ, Z, on aura 


1 Re 
(1) {Y=7 +pf, 
(ARE Le °3 


on peut supposer que les points X, Y, Z Se trouvant, eux 
aussi, sur une surface par laquelle on a coupé le faisceau, la 
position du point æ, y, 3 déterminera chaque droite du fais- 
ceau, en sorte que X, Ÿ, Z, x, y, 3, p, a, $, y pourront être 
considérés comme des fonctions de deux variables que nous 
appellerons À et 4 el qui pourront être, soit æ et y, soit deux 
coordonnées curvilignes quelconques relatives à la surface, 
lieu des points x, y, 3. 
Différentions les équations (1), nous aurons 


SA en Ve MS UE 
(2) dY = dy +p d$ + $ do, 
| dz = ds +p dy +de; 


pour que la surface normale existe réellement, il faut que 
l’on ait 

a dX + $ dY +ydZ =, 
et cette condition est suffisante. Multiplions alors les for- 
mules (2) respectivement par «, f, y et aJoutons-les, nous 


308 CHAPITRE VI. 

aurons, en observant que a? + $? + +? est égal à un, 
o—adx-$ dy + y ds + de 

ou bien 
— dp =adx +$ dy +Ydz; 


si nous posons 


ÿ on Ye ER 
À ME) ARE LU U o | 
0x OV 03 
pr À où CHAOS 


l'équation précédente deviendra 
— do = G di + H dy, 


et l’on voit que p n’existera, et par suite que X, Ÿ, Z n'exis- 
teront que si expression G dÀ + H dy est une différentielle 
exacte. 

L'expression précédente ne sera une différentielle exacte 


que sl 


ce que l’on peut écrire 


Ôx da  Ôx dx dy dB dy 8 03 0y “07 07 


(G) 5 où ou où où où MO 
Réciproquement, quand cette équation aura lieu, on pourra 
calculer ,o à une constante près, et 1l existera une infinité de 
surfaces normales au faisceau et parallèles entre elles. 
Prenons une génératrice du faisceau pour axe des z et 
faisons À— a, u = $, 3 — 0, la relation (3) prendra la forme 


(p+ 299) 


se O ou 2q —=0; 
donc : 


1° Les points principaux et les foyers sont confondus ; 
»° Les plans focaux faisant l'angle © avec les plans 
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principaux, on a 2R tango — «, et, par suite, les plans 
Jfocaux et les plans principaux sont confondus ; 

3° Donc les plans focaux sont rectangulaires; 

4° Donc les développables du faisceau sont orthogo- 
nales ; 

>° Donc les droites focales sont rectangulaires et situées 
dans les plans focaux. 


Réciproquement, toutes ces conditions supposent g — 0; 


. elles sont donc nécessaires et suffisantes pour que la sur- 


face normale existe. 

Il résulte de là que les normales à une même surface for- 
ment deux systèmes de développables qui découpent la sur- 
face suivant des courbes qui ne sont autres que les lignes de 
courbure. Ces développables sont orthogonales et leurs arêtes 
de rebroussement forment les surfaces focales du faisceau. 
Ces surfaces focales sont évidemment les lieux des centres de 
courbure principaux de la surface, car le point où deux 
normales infiniment voisines se rencontrent est, ou peut être 
considéré comme le point de rencontre de deux normales 
infiniment voisines de la section normale principale. 

Enfin les normales à une surface forment une congruence 
harmonique par rapport à cette surface. Les lieux des 
centres de courbure principaux sont donc touchés par les 
normales de la surface. 

Il est facile de prouver que les arêtes de rebroussement des 
normalies développables sont des géodésiques des surfaces, 
lieux des centres de courbure principaux de la surface pro- 
posée. Cela résulte du théorème suivant : 


Taéorime. — Toutes les fois que les tangentes à des 
courbes tracées sur une surface et formant une famille 
sont normales à une même surface, ces courbes sont géo- 
désiques. 


En effet, si l’on suppose dans les équations (1) que «, f, 7 
soient les cosinus directeurs des tangentes aux courbes 
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À—= const. d’une surface sur laquelle on a tracé deux Sys- 
tèmes de lignes coordonnées À = const., u = const., les 
équations (1) pourront s’écrire 


en employant les notations du Chapitre IIT. La formule (3), 
qui exprime que la surface normale existe, prend alors la 
forme 


I 0% 02% É4 y 02y 03 02z\ 
M \9X op? OX Op? ‘ où du? 
I 0x 0x dy dy 03 03 \ 0M 
SN du 0) QUE . du. 
2M? 
Ta ox 02% OV 1027 Fe 03 023 
vM du dX 0 où hou di dou 


4 JA dx \ ? ÔY \?° ATEN 
HT SEE + Lin 
2 M? É 


I (RE - I x) R 0M 1800 M 1  0M ns 
VM ou 2 OÀ à M? du VM OÀ 2VM 9À 


c’est-à-dire 


ou 
OR 1 OM R oM 


du 5 21 Mon 


O0. 


Cette équation, comme nous l’avons vu (p. 113), exprime 
précisément que les lignes À — const. sont des lignes géodé- 
siques de la surface auxquelles sont tangentes les droites du 
faisceau. 

Il résulte de cette analyse que l’on peut toujours se donner 
l’un des lieux des centres de courbure d’une surface; la sur- 
face elle-même est indéterminée, ainsi que l’autre lieu de ses : 
centres de courbure. Pour trouver l’une des solutions que 
comporte cette question, on tracera sur la surface donnée 
un faisceau de géodésiques ; leurs tangentes seront normales 
à la surface cherchée. Le faisceau de ces tangentes détermine 
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en mème temps l’autre surface des centres de courbure qui 
est une de ses focales. 

Ainsi une surface est déterminée, mais incomplètement, 
quand on se donne l’un des lieux de ses centres de courbure 
principaux; mais On ne peut pas se donner a priori les deux 
lieux de ses centres de courbure principaux, parce que les 
tangentes communes à deux surfaces quelconques ne forment 
pas nécessairement un faisceau normal à une même surface. 

Nous avons vu d’ailleurs que, d’un point quelconque de 
l’espace, on voyait les surfaces lieux des centres de courbure 
principaux se couper à angles droits, et cela même prouve 
une fois de plus que ces surfaces ne sauraient être quel- 
conques (t. Il, p. 446). 


XIII. — Quelques surfaces élémentaires du faisceau des normales 
à une surface. 


Les surfaces élémentaires du faisceau des normales à une 
surface qui ont pour directrices les lignes de courbure sont, 
comme l’on sait, les normalies développables ; nous n'avons 
rien à en dire de nouveau. 

Considérons maintenant les surfaces élémentaires ou nor- 
malies qui ont pour directrices les asymptotiques ; les géné- 
ratrices d’une de ces normalies sont les binormales d’une 
ligne asymptotique; or, la plus courte distance de deux 
binormales à une courbe infiniment voisines est la tangente 
à cette courbe. Donc les lignes de striction des normalies 
qui nous occupent sont précisément les asymptotiques 
elles-mêmes. 


La ligne de striction de la normalie est une ligne géo- 
désique de cette surface, puisque son plan osculateur lui 
est normal. 


On appelle, d’après Bour, surface réciproque d’une sur- 
face gauche le lieu des plus courtes distances de deux géné- 
ratrices infiniment voisines. 
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Les surfaces réciproques des normalies qui passent par 
les asymptotiques d’une surface sont développables. 


En effet, les plus courtes distances en question sont les 
tangentes aux asymptotiques. | 

Réciproquement, st la surface réciproque d’une surface 
gauche est développable, la ligne de striction de cette 
surface sera une asymptotique. 

En effet, la ligne de striction sera l’arête de rebroussement 
de la surface réciproque, et son plan osculateur sera tangent 
à la surface. 

Considérons maintenant une normalie ayant pour direc- 
trice une géodésique, la génératrice de la normale sera la 
normale principale de la géodésique considérée; nous serons 
alors en présence d’une surface gauche lieu des normales 
principales d’une courbe. Donc (p. 266) la géodésique 
directrice de la normalie sera une asymptotique de cette 
normalte. 

Le À du point central compté à partir de la surface pro- 
posée sera donné (p. 267) par la formule 


Lens 

1 E T2? 

T'et p désignant la torsion et la courbure de la géodésique 
directrice considérée. 


XIV. — Théorème de Dupin. 


Par un point M d’une surface faisons passer trois axes 
rectangulaires, à savoir la normale à la surface qui sera axe 
des z et deux axes tangents aux lignes coordonnées passant 
en M; soient a, b, c, a/, b', c', a”, b', cles neuf cosinus 
servant à passer de ces axes aux axes de coordonnées. 

Par chaque point M imaginons une droite ayant pour lon- 
situde et colatitude par rapport aux axes passant en M les 
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angles d et 0; les cosinus directeurs de cette droite seront 
a sin 0 cosŸ + a'sin 0 sind + a”cos0 — x, 


b sin0 cos + b'sin0 sind + b" cos = B, 


c sin0 cosŸ + c’ sin0 sinŸ + c” cos0 — +. 


Pour que cette droite dans toutes ses positions soit normale 
à une même surface, il faut et il suffit que, en appelant +, y, z 
les coordonnées du point M, l'expression 


a dx + $ dy + y dz 


soit une différentielle exacte; or, en supposant le ds de la 
surface mis sous la forme 
ds? = L d}? + M du?, 
on à 
dx = a ŸL dà + a' M dy, 
b VL dx + b'VM du, 
dz = c YL d\ + c' VM dy. 


Ÿ 


L'expression à dx + 8 dy +7 dz devient alors 
VL sin0 cost dÀ + ÿM sin sind du, 


et, pour que la surface normale existe, il faut et il suffit que 
l’on ait 


Ô : d | 
+0? MO a cn 0er D) 
(1) gx (VE sin0 cos) — Si (YM sin0 sind) 


Cette relation ne dépend que de L et M; donc, si l’on déforme 
la surface M en conservant les directrices d, 4 de manière 
qu'elles restent applicables sur elles-mêmes, les droites Ÿ, 
(6 resteront normales à une même surface. 

Maintenant changeons sin0 en Æ sin4, À désignant un coef- 
ficient constant, il est clair que la relation (1) subsistera; mais 
on peut alors supposer que les droites 4, 4 sont des rayons 
lumineux, que la surface lieu des points M est une surface 
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de séparation de deux milieux, l'indice de réfraction étant k. 
On peut donc dire que : 


St des rayons lumineux sont normaux à une méme 
surface, ils restent normaux à une méme surface après 
s'être réfléchis ou réfractés sur une méme surface sépa- 
rant deux milieux. 


Ce théorème est de Dupin; la démonstration précédente 
est de Laguerre. 
La formule (1) met encore ce fait en évidence : 


Les tangentes à un système de géodésiques d’une même 
surface sont normales à une méme surface. 


En effet, supposons que À = const. soient des géodésiques, 


VM sera fonction de x seul, on aura 0 — 


[l 


Fee par 
2 ' 2° P 


suite l’équation (1) se réduira à o — 0. 


XV. — Congruences isotropes. 


Soit D une droite d’une congruence et S une surface de 
référence quelconque; menons à S un plan tangent perpen- 
diculaire à D, 1l touchera cette surface en un point où nous 
placerons l’origine d’axes instantanés rectangulaires; nous 
supposerons les axes des £ et des n tangents aux lignes de 
courbure de la surface S : l’axe des € sera naturellement dirigé 
suivant la normale; 6, n, € désigneront alors les coordonnées 
d’un point À quelconque de la droite D. 

Les projections du, dv du déplacement du point A sur les 
axes instantanés sont données par les formules (p. 195), où 


l'ont 


du = À d\+B du + CC dx, 


() { de = A'dX + B'du + C'E du; 
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dans ces formules, 


| T0 n _ OoL 
À, NA RÉ RP ER Res 
Rene 2 VLM 04 


B — — | Rs 
0 2ÿLM À 
L 91 Ë oL 
Ai — 
a À 2 VLM 0 k 
2 
on t 0M 
B'= /M + FOR 1 20 
V 0  2yLM À 
FU 
LM 
nt 
LA PPS 
| M VL 


Commençons par chercher les foyers et les plans focaux; à 
cet effet, nous emploierons l’artifice suivant : considérons une 
surface élémentaire passant par D; appelons w l’angle que le 
plan tangent à cette surface fait avec le plan des €£ le long 
de la droite D, on aura 

dv  A'di + B'du + C'Ede 

du  Ad\+Bdu+CGtd? 


(3) tang ù — 


S1 nous observons que toutes les surfaces élémentaires ont 
(p- 294) même plan tangent au foyer, nous obtiendrons les € 
des foyers en exprimant que tangw ne dépend pas du rap- 
port dx : du, ce qui donne 


A! pis C'E 


A OCREnn 


ou, en appelant Z l’ordonnée € du foyer donnée par cette 
équation, 
(4) CC'Z2+ Z(AC'+ CB')+ AB'—BA'—0; 
d’ailleurs la formule (3) donnera, pour l'angle w que fait un 
plan focal avec le plan des 6€, 

NME TA 


tang uw — PV 37à NONCNM RTE 
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l'élimination de Z donne 
BC tang? w — tanguw (B'C — AC) — A'C'= 0. 


On voit que, en appelant Z, et Z: les € des foyers, w, et w, 
les angles que les plans focaux font avec le plan des Gé, 
on aura 


AB'-- BA AC 


d rs ee Lans OA À 
è HUE 8» ur BC 


On appelle congruences isotropes celles dont les plans 
focaux sont isotropes; pour que la congruence que nous 
considérons soit isotrope, il faut que l’on ait tang?w + 1 = 0; 
il faut donc que 


(5) BCE AC Zoo BC AIER 


Nous allons maintenant particulariser la surface de réfé- 
rence : nous supposerons que celte surface soit la sphère 


(6) HA CPY LE FAP 


et que la droite D soit dans le plan des 66 alors n — 0. En 
différentiant (6) deux fois, on a 


hr Sr To, 
€ DE FE a +D(R) —0 Œ 


mais On à aussi 


: 0x 
(9) LRO; 
De (6), (7) et(9)on tire (p. 88) 
æ EU 
0y 023 Ôz 07, UNE 


0À ou COX db. 
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et (8), par l'élimination de x, y, 3, donne 


al 7 
——— 0 
LM 
ou 
ne CVIM, ms MVLM, 
[44 [44 


de sorte que, en remplaçant À, B, ... par leurs valeurs (2), 
les équations (5) deviennent 


QE. 


à CRUE) seu 
Se VE he à Vrr — 0 
et, en ‘2118 


Et OM ot £ dL  d 
2M 01 où 2L Où du 
Ces deux équations donnent, en intégrant, 


MATECTAR 
Il en résulte : 


1° Que les lignes coordonnées sur la sphère sont telles 
que le ds y est de la forme 


ds? = A(d\2+ du?) 
et Le réseau des lignes coordonnées est isométrique ; 


2° Que, pour avoir une congruence isotrope, il suffit de 
tracer sur une sphère un réseau isométrique, de mener 
des tangentes à chaque ligne coordonnée, de prendre à 
partir du point de contact sur cette tangente une lon- 
gueur égale à À et de mener par l’extrémité du segment 
ainsi formé une parallèle au rayon de la sphère qui 
passe par son origine; les parallèles en question forment 
une congr'uence isotrope. 
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La recherche des congruences isotropes est ainsi ramenée 
à celle des réseaux isométriques sur la sphère. 

Ce beau théorème est de M. Ribaucour (Æ'tude sur les 
élassoides, 1881, Mémoire couronné par lPAcadémie de 
Bruxelles). 

Prenons maintenant pour surface de référence l’enveloppée 
moyenne de la congruence que nous supposons toujours 150- 
trope, nous aurons, comme plus haut, 


B'C — AC'=o, BC + A'C'= 0, 


et, comme les € des foyers de la droite D doivent être égaux 
et de signes contraires, en appelant Z l’un d’eux, on devra 


avoir 
AB=pA! 


AC'+CB=0, Z= 


Or Cet C’ne peuvent pas être nuls, sans quoi les lignes coor- 
données seraient des asymptotiques (/ et m sont nuls avec 
GC et C’); il faut donc, pour que les équations précédentes 
aient lieu, que 


A0, Bi": BC + A'C'= 0, 


215 REPRPERDOERRES 
CULCU ECTS 
ou 
B A 
LR EREeS 
CEE 


Ces équations, en vertu de (2), reviennent aux suivantes : 


OË — n L'oE 
(10) ne -yDe ES 
oX à VLM 04° 
on = £ odM 
(1 Ï ) — —=— VM es 
Op 2 YLM 9 
OË 1n  0ÔM mZ 
(12) 2 — ——>© > — ——— 
M LM À  MYL 
on ARIÉ 72 


13 | — —= ——— = — + 
SE À  2YLM0H LyM 
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Si l’on différentie (10) par rapport à u et que l’on remplace 
on Re NA j 24 
Fr par sa valeur (11), si l’on différentie (12) par rapport à À 

0 L ; 
en remplaçant S par sa valeur (13), si enfin on retranche les 


résultats l’un de l’autre, on aura, en ayant égard aux for- 


mules ((12)) de M. Codazzi (p. 154), 


L /M 0Z 
=, 
per Des 


on trouve d’une manière semblable 


M VL 0Z 
m Où 


A 


\ 


Si l’on remplace Ë et n par ces valeurs dans (10) et (12), on 
trouve, en faisant usage des formules ((12)) de M. Codazzi 


(p: 174), 


ce qui exprime que la courbure moyenne de la surface de 
référence est nulle (p. 100); donc : 


L'enveloppée moyenne d’une congruence tisotrope est 
© 
un élassoide ou alysséide. 


Ce théorème est de M. Ribaucour (Loc. cit). 
La recherche des élassoïdes se ramène donc à la recherche 
des réseaux isométriques sur la sphère. 


XVI. — Retour à la méthode de Plucker. 


Appelons wi, Us, Us, u; les coordonnées d’une droite 
mobile ; ce seront, si l’on veut, les quantités à, b, p, q qui 
entrent dans les équations 


(1) T=a3+p, Yÿ=bz+q 


de cette droite, ou des fonctions de ces quantités; une équa- 
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tion entre U,, Us, Us, Ur définira un complexe, deux équa- 
tions entre ces mêmes quantités définiront une congruence, 
trois équations définiront une surface réglée. Dans l’un ou 
l’autre de ces trois cas, s1 l’on considère une droite infini- 
ment voisine de la droite (1), 


(2) æ=(a+da)z+p+dp, y =(b+db)z+q…+dg; 


et si l’on appelle à la plus courte distance de ces deux droites, 
dV leur angle, on aura 


o dV 


et cette quantité est ce que l’on peut appeler le moment 
élémentaire de la droite (1). Si l’on prend pour variables 
U, Us, Us, U,, Ce moment prend la forme quadratique 


DU du; du; 


ou les UÜ;; sont des fonctions des w. 


Surfaces gauches. 


Soient maintenant 
(3) P —0, Q—o, R=—o 


trois équations en Ui, Us, Us, Uy, elles représenteront une 
surface réglée; si nous égalons à zéro le moment élémentaire, 
l'équation ainsi obtenue 


(4) DU: du du; = 0 


exprimera que la génératrice pour laquelle cette équation 
est satisfaite rencontre la génératrice voisine ou lui est paral- 
lèle; or, en posant | 


0P 0 0R 
=, 02, LR 


AR 
OU; 
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On à 


(5) D Pidui—0, D'Qrdu;=0, D Ridu— 0. 


S1 entre (4) et (5) on élimine les du, on trouve 


Us Us Us Us Pi Qi R 


2 x O 0 O 
Qi Que, Os: Q: 9) O 0 
DR eURS KR: 0 DO | 
ou 
(6) G=o, 


en désignant par G le premier membre de léquation précé- 
dente. L’équation G — 0, jointe aux équations (3), détermi- 
nera les w des génératrices parallèles aux génératrices voi- 
sines ou rencontrant celles-ci; les génératrices jouissant de 
cette propriété sont dites singulières, mais l’équation G — o 
peut encore être satisfaite pour les génératrices annulant les 
o(P,Q,R) 
O(U;, U;, Ux) 
comme singulières. Lorsque toutes les génératrices sont sin- 


déterminants que nous considérerons également 


gulières, la surface est développable; ainsi, quand on a 
Ce 0: 


identiquement la surface (3) est développable; cette équa- 
Lion peut donc être considérée comme celle des dévelop- 


pables. 


XVII. — Congruences. 


Deux équations en 4, Us, Us, U: 
(3) C Pe 0: fie 0 


représentent une congruence, et si l'on égale à zéro le 
L. — Traité d'Analyse, VII. 21 
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moment élémentaire, on obtient une équation 
(8) DU: dus du; = 0, 


qui définitles directions du, : du, : dus : dus, dans lesquelles 
il faut se déplacer pour trouver une génératrice située dans le 
même plan que la génératrice w,, us, us, u,. Pour achever de 
déterminer les rapports en question, il faut adjoindre à (8) 
les équations 


(9) D Pidu =, D Qidui = 0; 


ces équations (8) et (9) font connaître deux systèmes de 
valeurs des rapports du, ! dus : du, : du,. Pour obtenir les 
développables du faisceau, il faut chercher l'équation R = o 
à adjoindre aux équations (7) pour représenter ces dévelop- 
pables; on l’obtiendra donc en égalant à zéro le détermi- 
nant G considéré au paragraphe précédent. L'équation 


Get 


est une équation en R aux dérivées partielles du premier 
ordre; l'intégrale générale représente les développables du 
faisceau (p. 320). Il y a aussi une intégrale singulière qui 
représente l’enveloppe des développables en question, c’est- 
à-dire la surface focale. 

Nous avons fait observer que les équations (8), (9) avaient 
deux solutions. Si l’on exprime que ces solutions sont con- 
fondues, on obtiendra la condition pour que les deux foyers 
de la génératrice w,, Us, Us, U, soient confondus. Pour expri- 
mer que (8), (9) ont une solution double, il faut éliminer les 
du entre (8),(9) et le déterminant fonctionnel de leurs pre- 
miers membres égalé à zéro; au lieu d’égaler ce déterminant 
à zéro, on peut introduire deux nouvelles variables dX, du 
et écrire qu’il existe une même relation linéaire entre les 
éléments d’une même colonne, ce qui fournit les nouvelles 
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équations 


U;: du; A U:» du» ae U:: duz sn U,; du, Gus Fi d} Ste Q: du = 0, 
(10) Un: du; sÉ U29 dus ce U; dus SE U: du, ie P; het Q: du = O, 
U;; du: DES U3> du» LE U:; du; = U:: du, = P; di + Q3 du NO 


Or, de (8)et (9), on tire 


(11) D U;; du; du; + 132 P; du; + du COMAUr= 0: 


ajoutant alors les équations (10) après les avoir multipliées 
par du,, du», du; et retranchant le résultat de (11), on trouve 


(12) U,1 du + U,» dus UN U,: duz + U: du, DE Li ANSE Q, di 10. 
De (11), (12) et (9) on tire, en posant 


Us Uyo Us Ur Pi Qù 
Uos Uss Uos Us P2 Q 
He Us Use Uss Use P: Qs 
Heu ete emPi-Q 
PRES LE LTAENRCOn, : Oo 


Q: Q ); Q; 0 


l'équation 
(13) HS. 


laquelle exprime que les foyers sont confondus. Si H — o est 
une identité, les deux surfaces focales de la congruence sont 
confondues et l'équation H — 0 définit un genre particulier 
de congruences, dans lesquelles les génératrices rencontrent 
la surface focale en trois points confondus et par conséquent 
ont avec la focale un contact du second ordre; la congruence 
est donc formée des asymptotes de l’indicatrice d’une même 
surface (t. II, p. 464) ou des tangentes aux asymplotiques 
d’une même surface. 
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XVIII. — Complexes. 


Une seule équation 
P Et) 


entre les coordonnées w,, 4», Us, u, représente un complexe ; 
l'équation H = o, considérée tout à l'heure, définit une fonc- 
tion Q telle que l’équation Q = o jointe à P — 0 détermine 
dans le complexe un lieu de droites qui sont les tangentes 
inflexionnelles d’une surface. Q est déterminé par une équa- 
ion H —0o aux dérivées partielles du premier ordre, dont 
on a immédiatement une intégrale complète et par suite 
l'intégrale générale; 1l y aura donc une infinité de surfaces 
ayant leurs tangentes inflexionnelles parmi les droites du 
complexe. 

Cherchons la condition pour que les droites d’un complexe 


soient tangentes à une même surface 
(1) d AR y). 


Soit 
T—=aA3+p, Yÿ=03+7g 


une droite du complexe; pour que cette droite touche la sur- 
face, 1l faut que l'équation 
(a) z=f(az+p, bz+g) 


ait une solution double, c’est-à-dire que l’on ait en même 


temps 


(3) 1=afi(az+p, bz+qg)+bfias+p,bz+aq), 


SRE There: «+ 
formule où f, = ni Vi E Eliminons la fonction f; à cet 


effet, différentions (2) en tenant compte de (3), nous aurons 


o—/f1(z da + dp)+ f:(3 db + dg); 


LA GÉOMÉTRIE DES LIGNES DROITES. 325 


celte équalion se décompose en 


PANESDIAT 

UE re MAUR 
Ô 

o=fi(s+ 0) 

Ja AS 


et en éliminant /,, f: et z entre ces équations et (3), on a 


Qi da — 06 op — 


Telle est l'équation aux dérivées partielles qui exprime que 
les droites du complexe touchent une même surface. Cette 
équation prend la forme 


ns oP OP PAP. 
da 9q 06 op  ‘? 


quand on suppose à, D, p, q liés entre eux par une équation 
P(a, b, p; q)=0, 


l'équation (5) s’obtient en égalant à zéro le discriminant de 
la fonction du second degré 


da dq — db dp + dX dP 


relativement aux variables da, db, dp, dq, d'À, comme il est 
bien facile de s’en assurer en écrivant ce discriminant et en 
le développant. Si alors on change de variables et si à la 
place de a, b, p, q on prend des variables quelconques, 
cette expression deviendra 


D'U;;du:du;+ dr dP, 


or le nouveau discriminant est égal à l’ancien à un facteur 
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près; la condition (5) se transforme donc dans la suivante : 


U: Us U;s U:: P; 
Usi Use Us U» P: 
(6) Us U. 

U:: Us Us Us ie 
PS CPS PSN 


Mais revenons à l'équation (5) : c’est la résultante des équa- 


tions 
da db dp. : “dg 


FU) © CG 


d’où l’on tire 


da dg — dp db 
OP OPSNOPUE 
da 0q 0b dp 


dÀ = 


L’équation (5) exprime donc que da dq — dp db ou la plus 
courte distance de deux génératrices voisines est nulle; Péqua- 
tion (6) conduirait aux mèmes conclusions. Si les formules (5) 
et (6) n’ont lieu que pour certaines génératrices, celles-ci 
seront appelées singulières. 

Lorsque les droites d’un complexe sont tangentes à une 
même surface, on peut trouver cette surface comme il suit : 

Soient dx, dy, dz les composantes d’un déplacement 
effectué sur la surface au point x, y, 3, on devra avoir 


T=aAaz+p, Yÿ=03z+g, Pad 


L’élimination de &, b, p, q entre ces équations fournira une 
équation entre dx, dy, dz, de la forme 


U(dx, dy, ds, 3 dy — y dz, 3 dx — x dz) =0, 
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homogène par rapport à dx, dy, dz, dy — y dz, dx — xdz, 
ou plus exactement 


\ 


P déudy zdy—ydz z3dr—xds\ 
Fe dz° dz j dz }= 


S1 la surface tangente au complexe existe, on devra pouvoir 
rer dz de là en fonction linéaire de dx et dy, et 3 sera 
fourni par une équation aux différentielles totales ; la solution 
renfermera une constante arbitraire que l’on déterminera en 
exprimant que les droites du complexe sont bien tangentes à 
la surface trouvée. 

Si, par exemple, on suppose 


Pape 6g} (a+ 6? +1)(p? + g?—1), 
l'équation Ÿ — o se réduit à 
(x dx + y dy + zdz)? = 0, 


d’où l’on tire x? + y? + 3? — const., et, pour satisfaire à la 
question, il faut prendre la constante égale à un. 

L’équation (6) a, je crois, été trouvée par M. Kænigs; elle 
se trouve démontrée dans sa Thèse. 

Toutes les droites d’une congruence sont tangentes à deux 
surfaces; par conséquent on peut les considérer comme 
appartenant à deux complexes formés des droites tangentes 
à une même surface. Donc : 


Toute congruence peut être représentée par deux équa- 
tions L=—0, M — 0 représentant deux complexes de droites 
tangentes à une méme surface. 

Parmi les droites d’un complexe, on peut toujours 
trouver des congruences normales à une même surface. 


En effet, si nous considérons une droite 
T= A3 + D, Yÿ=0:+9g, 


et si nous exprimons qu'elle est normale à la surface décrite 


328 CHAPITRE VI. 


par le point x, y, z, il faudra que 
a dx + b dy + dz = 0: 
or les équations de la droite différentiées donnent 
dx = a ds + 3 da + dp, dy = b dz + z db + dgq, 


et en portant ces valeurs de dx et dy dans l’équation FES 
dente 
dz(a?+ b?+1)+ a dp + b dq = 0. 


Si l’on suppose que la droite engendre une congruence, pour 
que la surface normale existe, 1l faut que la valeur de dz, 
tirée de là, soit une différentielle exacte, ou que 


0 a 0) b 
og a+ b?+1 op a?+b?+1 


— O, 


ou que 


[9æ _ da), [06 0h). 
n)= (570) D) 


Supposons les équations de la congruence de la forme 
Ré 0, Q =: Os 


L . à ice Là 4 al 0a 
en introduisant dans l’équation précédente, à la place de —, 


og 
0 
0 VONT MENT ES partielles de Pet Q,on a 


0q” dp dp 
PNR EU Te PORT 
NE nl en d(b, = 
DER HUE Q): 1008 2]. 
0(0, p)  0(b,q) o(a,;p)  d(a,g) 


Si l’on considère alors un complexe P — o, cette équation 
fera connaître l'équation Q — o du complexe qui déterminera 
dans celui-ci une congruence de droites normales à une 
même surface. On voit qu'il existera une infinité de faisceaux 


normaux à une même surface parmi les droites d’un com- 


plexe. 
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XIX. — Application de la théorie des complexes à l'intégration 
des équations aux dérivées partielles. 


. Oz Oz re . 
Soitp =: q=— ; les dérivées de la fonction 3 par rap- 


port à æ et y, l'équation aux dérivées partielles du premier 
ordre 


(1) DÉDIN AS y Ye 0 


peut être considérée comme l'équation d’un complexe, pourvu 
, LE LES 97 . 
que l’on y joigne l'équation 


(2) dz = p dx + q dy. 


En effet, on peut regarder x, y, z comme les coordonnées 
d’un point de l’espace, et p, g, — 1 comme les coefficients 
directeurs d’un plan passant par ce point; à chaque point x, 
y, 3 correspondront une infinité de plans 


(3) —3=p(X—xz)+g(Y—7y) 


qui, en vertu de (1), envelopperont un cône; les génératrices 
de ce cône, quand on fera varier +, y, z, engendreront uu 
complexe. Pour avoir une génératrice du cône en question, 
il faudra chercher la caractéristique du plan (3) et pour cela 
différentier son équation en laissant x, y, z constants, ce 
qui donnera 


(4) dp(X—x)+dg(Y —y)=0; 


d’ailleurs dp et dg s’obtiendront en différentiant (1), en lais- 
sant aussi æ, y, 3 constants, ce qui donne 


+. dp + L dq —o. 
(5) PR bel 


En éliminant dp et dq de (3), (4), (5), on déduit les équa- 
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ons d’une droite du complexe 


(6) NE NDS JE Z— 2 
CARE AUT 
op 0g * : Coprs 


dans lesquelles x, y, z, p, g sont liés non seulement par la 
relation (1), mais encore par la relation finie que l’on sup- 
pose exister entre x, y, 3 en vertu de la relation (2). Nous 
sommes en présence du complexe des tangentes à une même 
surface, et l'intégration de l'équation (1) revient à la recherche 
de cette surface. 

Pour trouver la surface en question, cherchons d’abord 
une courbe tangente à une série de droites du complexe; 1l 
faudra pour cela exprimer que les composantes dx, dy, dz 
de l’élément de courbe sont proportionnelles aux coefficients 
directeurs d’une droite (6) du complexe et l’on aura 


(2) AE Eye dz 1 
À PTT 
3p M9 Re 


ce sont les équations différentielles des courbes cherchées, 
et par chaque point æ5, Yo, 39 passe une de ces courbes. Il 
est évident qu’un lieu de ces courbes sera une surface répon- 
dant à la question. 

[IL est à remarquer que l'équation (2) p dx + q dy = dzsse. 
déduit de (5), de sorte que si p et q étaient connus on en 
déduirait le lieu de nos courbes par une seule intégration |. 
Mais p et q étant inconnus, ces équations (7) ne peuvent 
suffire au calcul de x et y en fonction de 3. Or, considérons 
les courbes conjuguées de celles que nous venons de trouver 
sur la surface cherchée; pour que deux déplacements Ôx, dy, 
03 et dx, dy, dz soient conjugués, on sait que l’on doit 
avoir 


r dx dx + s(0x dx + dy dy)+ tôy dy =0 
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ou, si l’on veut, 
(8) dp dx + àq dy = 0, 
(9) dx dp + dy dq =0; 
mais On à, en différentiant (1), 


RE Jo 0f\. of, ofS | 
07 (£ En 4 SE jee+ (+9 )% À 9p 0P = 0q 24 = O. 


Or (8), en vertu de (+) donne, 


dates 
Op ic Ër PAS Aa 


(10) se réduit alors à 


of x Of ie a 
(pi jee + (25 ra a 5) =0 


ou, en vertu de (9), à 


(+ FA 9f of 
dx / _ dy Le 03. 


2 


day dp dq 


celte équalion, jointe à (1) et à (5), déterminera les courbes 
cherchées, en vertu de l'équation obtenue en différentiant (1), 
à savoir 


:4EA > -( -4 L)a Due Le dp + 2 dg =; 


le système (5), (11) peut s’écrire 


Med y - / dz dpi . «+ dq 
D SD dv 
0p 0q U 0p je 0q 0p 0q 


Ces équations font connaître p, g et les équations des courbes 
cherchées. En effet, supposons-les intégrées et soient 


®1(æ; Vs Z5 Los Vos ds Ps > Po; Joie 0: 


Malte die ne sit eo miS spin tels haies 0 en ae) ele .e + + dre 


leurs quatre intégrales, obtenues en faisant intervenir l'équa- 
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uon (1); l’élimination de p et q fournira les courbes cher- 
chées sous la forme 


Et, Ÿs Z: Los Vos Z0: Po; 4o) =, 


S1 entre ces équations et 


Jo: Vos 303 Po, Jo) =0 


on élimine p, et 49, on aura une solution de la question; c'est 
la solution complète, il est clair qu’on en aura une autre en 


0 Re 
posant Z5— (Yo) et Qo — “© et en éliminant toutes les 


0q0 
constantes. 


XX. — Note historique sur la théorie des droites. 


La théorie des congruences a été créée par Monge, qui a 
fait connaître leur propriété fondamentale (Mémoires de 
l’Académie des Sciences pour 1781) et la théorie des nor- 
males à une même surface (Application d'Analyse et de 
Géométrie, Théorie des déblais et des remblais). La théorie 
des complexes a été créée par Malus en 1809. Voici la liste des 
travaux que l’on peut consulter sur la théorie des droites. 

Hamilton | Theory of systems of rays (Lrish Acad. Trans- 
actions, Lt. XV, XVI, XVII)]; Kummer (Vouv. Annales 
de Mathém., 1860-61-62); Plücker (Neue Geometrie des 
Raumes, Leipzig, 1869); Klein (Wath. Annalen, v. I et V); 
Picard (Thèse); Kænigs (Thèse, 1882); Ribaucour (Mé- 
moire couronné par l’Académie de Belgique, déjà cité); 
Genty [Mémoire où la théorie des complexes est établie à 
l’aide du Calcul des quaternions (Journal de Mathém. pures 
et appliquées, t. VIIT, 3° série, 1882)]; Léauté (Thèse). 
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EXERCICES ET NOTES. 


1. Deux équations de la forme suivante où «a, d sont des para- 
mètres arbitraires 


(X, Y; Z;, €, blE= 0, WT, y: 3, €, YO 
représentent une congruence de courbes. 


2. Les courbes d’une congruence peuvent être associées de manière 
à former des surfaces passant par une même courbe (c); il existe 
sur (c) un certain nombre de points pour lesquels les surfaces en 
question ont le même plan tangent, Ces points sont dits points 
focaux. Le lieu des points focaux est la surface focale. 


3. Si l’on assemble les courbes d’une congruence de manière 
qu’elles aient une enveloppe, cette enveloppe fera partie de la sur- 
face focale. 


4. Les courbes d’une congruence touchent la surface focale. 


Conclusion. 


Je crois devoir lerminer ici ce que j'appellerai la partie 
didactique de l’Analyse. 

Qu'il me soit permis maintenant de remercier M. Cour- 
celles, qui a bien voulu me prêter son gracieux concours pour 
la correction des épreuves des derniers Volumes, et surtout 
MM. Gauthier-Villars, sans l’aide desquels je n'aurais Jamais 
pu mener à bonne fin la publication de mon Travail. 
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